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We find approximate solutions of the Cauchy problem for a differential-operator equation of hyperbolic
type with degeneration in a Hilbert space. In terms of these approximations, a characteristic of the Gevrey
classes of a nonnegative self-adjoint operator is given.

Знайдено наближенi розв’язки задачi Кошi для диференцiально-операторного рiвняння гiперболiч-
ного типу з виродженням у гiльбертовому просторi. У термiнах таких наближень дано характери-
стику класiв Жевре невiд’ємного самоспряженого оператора.

Вступ. Багато задач математичної фiзики можна подати у виглядi задачi Кошi для еволю-
цiйного рiвняння гiперболiчного типу

u′′(t) + tγAu(t) = 0, t ∈ [0, T ], u(0) = f, u′(0) = g,

де A — невiд’ємний самоспряжений оператор зi щiльною областю визначення в се-
парабельному гiльбертовому просторi. У працях А. В. Бабина [1 – 4] методом вагового
наближення функцiй на пiвосi одержано зображення розв’язку зазначеної задачi (у випад-
ку γ = 0, g = 0) у виглядi u(t) = limn→∞ Pn(t, A)f, де Pn(t, λ) — полiном степеня n змiн-
ної λ при фiксованому t. У припущеннi, що f належить до областi визначення оператора
ch(R

√
A), за шуканi полiноми у вказаних працях беруться полiноми, якi наближують на

пiвосi (0,+∞) функцiю cos(t
√
λ), λ ≥ 0, з вагою ch(R

√
λ), λ ≥ 0. При цьому дається оцiн-

ка швидкостi збiжностi: похибка supt∈[0,T ] ‖u(t)− Pn(t, A)f‖ спадає як exp(−σn), σ > 0.

У працях [5, 6] запропоновано iнший метод побудови полiномiв Pn, який базується
на наближеннi функцiй на пiвосi частинними сумами їхнiх рядiв Фур’є, побудованими за
ортогональними многочленами Лагерра, що утворюють ортонормований базис у просторi
L2((0,∞), λα exp(−µλ)), де α > −1, µ > 0 — числа, залежнi вiд початкового елемента
f. Цей метод дав точнiшу, нiж у працях [1 – 4], оцiнку вiдхилення, але у вужчому класi
початкових даних (класi Ha аналiтичних векторiв оператора A). У цiй роботi одержа-
но оцiнку збiжностi supt∈[0,T ] ‖u(t) − Pn(t, A)f‖ у випадку, коли f належить до значно
ширшого класу початкових даних, нiж Ha, а саме: до класу Жевре G{β}(A), 1 < β ≤ 2,
G{1}(A) = Ha, пов’язаного з оператором A. Одночасно дано характеристику класу Жев-
ре G{β}(A), 1 < β ≤ 2, з точки зору наближення розв’язку u(t) вказаної задачi Кошi
функцiями вигляду Pn(t, A)f ≡ un(t) у випадку, коли показник виродження γ 6= 0.

1. Узагальненi многочлени Лагерра. Символом L̂α,µ,n(λ), λ ∈ (0,+∞), α > −1, µ >
> 0 — фiксованi параметри, домовимося позначати узагальненi многочлени Лагерра,
якi утворюють ортонормований базис у гiльбертовому просторi L2((0,∞), λα exp(−µλ)).
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Легко переконатися в тому, що

L̂α,µ,n(λ) =
√
µ1+α L̂α,1,n(µλ), (1)

де L̂α,1,n — многочлени, ортонормованi з вагою λα exp(−λ), λ > 0. Врахувавши (1) та
формулу Родрiга для многочленiв L̂α,1,n (див. [7, с. 219]), знайдемо, що

L̂α,µ,n(λ) =
(−1)n

√
µ1+α√

n!Γ(n+ α+ 1)
(µλ)−αeµλ

[
(µλ)α+ne−µλ

](n)
, n ∈ Z+.

За системою многочленiв L̂α,µ,n, n ∈ Z+, як i за довiльною iншою ортонормованою си-
стемою, можна будувати ряди Фур’є. Нехай функцiя ϕ належить L2((0,∞), λα exp(−µλ)).
Поставимо цiй функцiї у вiдповiднiсть ряд

∞∑
n=0

an(α, µ)L̂α,µ,n(λ), (2)

коефiцiєнти якого визначаються формулою

an(α, µ) =

∞∫
0

λαe−µλϕ(λ)L̂α,µ,n(λ)dλ.

Ряд (2) завжди збiгається до функцiї ϕ за нормою простору L2((0,∞), λα exp(−µλ)).
Умови збiжностi ряду (2) до функцiї ϕ у окремiй точцi λ ∈ (0,∞) мають такий вигляд
[7, с. 255]:

1) якщо α > 0, функцiя ϕ ∈ L1((0,∞), λα exp(−µλ)) в околi фiксованої точки λ ∈ (0,∞)
задовольняє умову Лiпшiца i, крiм того, iснують iнтеграли

1∫
0

λα/2−1/4|ϕ(λ)|dλ,
∞∫
1

λα/2+1/2e−µλ/2|ϕ(λ)|dλ,

то ряд Фур’є за многочленами L̂α,µ,n функцiї ϕ збiгається до цiєї функцiї в точцi λ, тобто

ϕ(λ) =

∞∑
n=0

an(α, µ)L̂α,µ,n(λ); (3)

2) якщо −1 < α ≤ 0, функцiя ϕ ∈ L1((0,∞), λα exp(−µλ)) в околi точки λ задовольняє
умову Лiпшiца та iснують iнтеграли

1∫
0

λα/2−3/4|ϕ(λ)|dλ,
∞∫
1

λα/2e−µλ/2|ϕ(λ)|dλ,

то має мiсце розклад (3).
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2. Класи Жевре самоспряженого оператора. Нехай A — невiд’ємний самоспряжений
оператор у сепарабельному гiльбертовому просторi H зi щiльною в H областю визначення
D(A) та розкладом одиницi Eλ, λ ≥ 0. Введемо деякi класи елементiв, пов’язаних iз
оператором A. Позначимо H∞(A) = lim

n→∞
prHn(A), Hn(A) = D(An)

(
D(An) — область

визначення оператора An
)
, (ϕ,ψ)Hn = (ϕ,ψ) + (Anϕ,Anψ),

Gβ,B(A) :=
{
ϕ ∈ H∞(A)| ∃c,B > 0: ‖Anϕ‖ ≤ cBnnnβ, n ∈ Z+, β > 0

}
.

Простiр Gβ,B(A) є банаховим вiдносно норми

‖ϕ‖β,B = sup
n

(
‖Anϕ‖ /

(
Bnnnβ

))
.

Простiр G{β}(A) := limB→∞ indGβ,B(A) називається простором Жевре порядку β, побу-
дованим за оператором A. Якщо β = 1, то G{1}(A) називають ще простором аналiтичних
векторiв оператора A. Вiдомо (див. [7, с. 73 – 75], що G{β}(A) =

⋃
µ>0
D
(
exp

(
µA1/β

))
, при

цьому D
(
exp

(
µA1/β

))
утворює банахiв простiр вiдносно норми

‖ϕ‖2Hµ =

∞∫
0

e2µλ
1/β

d(Eλϕ,ϕ).

Наприклад, якщо H = L2(I), де I —деякий iнтервал дiйсної осi, A—модуль оператора
диференцiювання [8], то клас Жевре G{β}(A) порядку β при β > 1 складається з усiх
нескiнченно диференцiйовних на I функцiй ϕ, якi задовольняють умову: ∃c > 0 ∃B > 0
∀n ∈ Z+, ∀x ∈ I : ∣∣∣ϕ(n)(x)

∣∣∣ ≤ cBnnnβ, β > 1.

Простiр G{1}(A) у цьому випадку складається з усiх аналiтичних на промiжку I функ-
цiй, тобто функцiй, якi допускають аналiтичне продовження в певну область комплексної
площини, яка мiстить iнтервал I.

3. Задача Кошi. Розглянемо диференцiально-операторне рiвняння

u′′(t) + tγAu(t) = 0, t ∈ [0, T ], (4)

де γ — дiйсне невiд’ємне число. Функцiя u : [0, T ]→ D(A) називається розв’язком рiвня-
ння (4), якщо вона двiчi сильно неперервно диференцiйовна i задовольняє рiвняння (4). Як
доведено в [9], для {f, g} ⊂ D(A) iснує єдиний розв’язок рiвняння (4), який задовольняє
початковi умови

u(0) = f, u′(0) = g. (5)

При цьому розв’язок задачi Кошi (4), (5) зображається у виглядi

u(t) = G1(t, A)f +G2(t, A)g =

∞∫
0

G1(t, λ)dEλf +

∞∫
0

G2(t, λ)dEλg,
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де

G1(t, λ) = πτ τλτ/2t1/2(Γ(τ) sinπτ)−1J−τ

(
2τλ1/2t1/(2τ)

)
,

G2(t, λ) = Γ(τ)τ1−τ t1/2λ−τ/2Jτ

(
2τλ1/2t1/(2τ)

)
.

Тут τ = (γ + 2)−1, Γ(·) — гамма-функцiя, Jν(·) —функцiя Бесселя першого роду порядку
ν, ν ∈ {−τ, τ}.

Зауважимо, що коли в (4) вiдсутнє виродження, тобто γ = 0, тодi G1(t, λ) = cos(t
√
λ),

G2(t, λ) = λ−1/2 sin(t
√
λ), а

u(t) = cos(t
√
A)f +A−1/2 sin(t

√
A)g.

Вiдомо [7, с. 260 – 261], що розклад функцiї

F (λ) = (λa)−α/2Jα(2
√
λa), λ ∈ (0,∞), a > 0, α > −1,

в ряд Фур’є за многочленами L̂α,1,k, k ∈ Z+, має вигляд

(λa)−α/2Jα(2
√
λa) = e−a

∞∑
k=0

(−1)kak√
k!Γ(k + α+ 1)

L̂α,1,k(λ).

Звiдси одержуємо, що

(λµa)−α/2Jα(2
√
λµa) =

e−a√
µ1+α

∞∑
k=0

(−1)kak√
k!Γ(k + α+ 1)

L̂α,µ,k(λ), (6)

де µ > 0 — фiксований параметр. Поклавши в (6) α = −τ, √µa = τ1/(2τ), дiстанемо, що
функцiя G1(t, λ) розкладається в ряд Фур’є за многочленами L̂−τ,µ,k таким чином:

G1(t, λ) =
∞∑
k=0

ak(t, µ, γ)L̂−τ,µ,k(λ), λ > 0, (7)

де
ak(t, µ, γ) =

πe−δ(−1)kδk

Γ(τ) sinπτ
√
µ1−τk!Γ(k − τ + 1)

, δ =
tγ+2

µ(γ + 2)2
.

Аналогiчно знаходимо,щофункцiя G2(t, λ) розкладається в рядФур’є за многочленами
L̂τ,µ,k, i цей розклад має вигляд

G2(t, λ) =

∞∑
k=0

bk(t, µ, γ)L̂τ,µ,k(λ), λ > 0, (8)

де
bk(t, µ, α) =

tτΓ(τ)e−δ(−1)kδk√
µ1+τk!Γ(k + τ + 1)

.

Позначимо через P (1)
µ,t,n, P

(2)
µ,t,n вiдповiдно n-тi частиннi суми рядiв Фур’є функцiй G1,

G2 (див. (7), (8)) за многочленами L̂−τ,µ,k, L̂τ,µ,k; при цьому P (1)
µ,t,n(λ)→ G1(t, λ), P

(2)
µ,t,n →

→ G2(t, λ) при n→∞ у кожнiй точцi λ ∈ (0,∞) [7, с. 255].
Для того щоб сформулювати основне твердження, нам буде потрiбний такий допомiж-

ний результат.
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Лема. Нехай µ > 0, 1 < β < 2 —фiксованi параметри. Тодi виконуються нерiвностi

sup
λ≥0

(
exp

(
−µλ1/β

) ∣∣∣L̂−τ,µ,n(λ)
∣∣∣) ≤ ω0L

n
0 (n!Γ(n− τ + 1))1/2nn(β−2), (9)

sup
λ≥0

(
exp

(
−µλ1/β

) ∣∣∣L̂τ,µ,n(λ)
∣∣∣) ≤ ω1L

n
0 (n!Γ(n+ τ + 1))1/2nn(β−2), (10)

де n ∈ Z+, ω0 =
√
µ1−τ max

{
(Γ(1− τ))−1, (2π)−1(1− τ)τ−1/2

}
, L0 = µ0

(
e+ ββµ−βe2−β

)
,

µ0 = max{1, µ}, ω1 =
√
µ1+τ max

{
(Γ(1− τ))−1, (2π)−1(1 + τ)−1e−τ

}
.

Доведення. Насамперед зауважимо, що оскiльки 1/β < 1, то скористатися вiдомими
асимптотичними властивостями многочленiв Лагерра не можна. Для того щоб одержати
потрiбнi оцiнки, використаємо таке зображення многочленiв L̂α,1,n [10] (див. також [7,
с. 229]):

L̂α,1,n(λ) = (−1)n
(n!Γ(n+ α+ 1))1/2

n!

n∑
k=0

Ckn
(−λ)k

Γ(k + α+ 1)
, α > −1.

Нехай α = −τ. Зауважимо, що коли τ = (γ + 2)−1, γ ≥ 0, тодi τ ∈
(

0,
1

2

]
, тобто

−τ ∈
[
−1

2
, 0

)
. Врахувавши спiввiдношення L̂−τ,µ,n(λ) =

√
µ1−τ L̂−τ,1,n(µλ), знайдемо, що

ϕ(n) ≡ sup
λ≥0

(
exp

(
−µλ1/β

)
|L̂−τ,µ,n(λ)|

)
≤
√
µ1−τ

(n!Γ(n− τ + 1))1/2

n!
×

×

(
1

Γ(1− τ)
+ µn0

n∑
k=1

Ckn
Γ(k − τ + 1)

sup
λ≥0

(
λk exp{−µλ1/β}

))
,

µ0 = max{1, µ}.

З урахуванням формули Стiрлiнга
Γ(λ+ 1) =

√
2πλλ+1/2 exp (−λ+ θ/(12λ)) , 0 < θ < 1, λ > 0,

та спiввiдношення supλ≥0
(
λk exp(−µλ1/β)

)
=
(
ββµ−βe−β

)k
kkβ знайдемо, що

ϕ(n) ≤
√
µ1−τ

(n!Γ(n− τ + 1))1/2

n!Γ(1− τ)
+

(n!Γ(n− τ + 1))1/2

n!
µn0

n∑
k=1

Ckn
(
ββµ−βe−β

)k
Γ(k − τ + 1)

kkβ ≤

≤
√
µ1−τ (n!Γ(n− τ + 1))1/2

(
1

Γ(1− τ)
+

1

2π
en−τµn0n

n(β−2) ×

×
n∑
k=1

Ckn
(
ββµ−βe−β

)k
e−k(1− τ/k)k(1− τ/k)−τ+1/2

)
.

Оскiльки (1− τ/k)−τ+1/2 ≥ (1− τ)−τ+1/2, (1− τ/k)k ≥ e−τ , k ∈ N, то

ϕ(n) ≤
√
µ1−τ (n!Γ(n− τ + 1))1/2

(
1

Γ(1− τ)
+

(µ0e)
n

(1− τ)1/2−τ

n∑
k=1

Ckn

(
ββµ−βe1−β

)k)
.

Покладемо ω0 =
√
µ1−τ max

{
(Γ(1− τ))−1, (2π)−1(1− τ)τ−1/2

}
. Тодi
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ϕ(n) ≤ ω0(n!Γ(n− τ + 1))1/2(µ0e)
nnn(β−2)

n∑
k=0

Ckn(ββµ−βe1−β)k =

= ω0(n!Γ(n− τ + 1))1/2nn(β−2)
(
µ0e+ ββµ−βe2−βµ0

)n
,

що й потрiбно було довести. Нерiвнiсть (10) доводиться аналогiчно.
Теорема 1. Якщо {f, g} ⊂ G{β}(A), 1 < β < 2, то

∀T > 0 ∃c = c(f, µ, g, T, γ, β) > 0 ∃L = L(f, g, T, γ, β) > 0:

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥u(t)− P 1
µ,t,n(A)f − P (2)

µ,t,n(A)g
∥∥∥ ≤ cLn+1(n+ 1)(n+1)(β−2). (11)

Навпаки, якщо для деякого T > 0 iснують сталi c > 0, µ > 0 такi, що для u(t), t ∈ [0, T ], з
u(0) = f ∈ H∞(A), u′(0) = 0 виконується (11), то f ∈ G{β}(A), 1 < β < 2.

Доведення. Нехай {f, g} ⊂ G{β}(A) =
⋃
µ>0D

(
exp

(
µA1/β

))
, 1 < β < 2. Тодi f ∈

∈ D
(
exp

(
µ1A

1/β
))

з деяким µ1 > 0, а g ∈ D
(
exp

(
µ2A

1/β
))

з деяким µ2 > 0. Нехай
µ = min{µ1, µ2}. Тодi, очевидно, {f, g} ⊂ D

(
exp

(
µA1/β

))
. Зафiксуємо µ > 0. Згiдно з

основною спектральною теоремою для самоспряжених операторiв∥∥∥u(t)− P (1)
µ,t,n(A)f − P (2)

µ,t,n(A)g
∥∥∥ ≤

≤
∥∥∥G1(t, A)f − P (1)

µ,t,n(A)f
∥∥∥+

∥∥∥G2(t, A)g − P (2)
µ,t,n(A)g

∥∥∥ =

=

 ∞∫
0

(
G1(t, λ)− P (1)

µ,t,n(λ)
)2
e−2µλ

1/β
e2µλ

1/β
d(Eλf, f)

1/2

+

+

 ∞∫
0

(
G2(t, λ)− P (2)

µ,t,n(λ)
)2
e−2µλ

1/β
e2µλ

1/β
d(Eλg, g)

1/2

≤

≤ sup
λ≥0

(
exp

(
−µλ1/β

) ∣∣∣G1(t, λ)− P (1)
µ,t,n(λ)

∣∣∣) ‖f‖Hµ+

+ sup
λ≥0

(
exp

(
−µλ1/β

) ∣∣∣G2(t, λ)− P (2)
µ,t,n(λ)

∣∣∣) ‖g‖Hµ
≡ ϕ1(t, n)‖f‖Hµ + ϕ2(t, n)‖g‖Hµ ,

де

‖f‖Hµ =

 ∞∫
0

exp
(

2µλ1/β
)
d(Eλf, f)

1/2

<∞,

‖g‖Hµ =

 ∞∫
0

exp(2µλ1/β)d(Eλg, g)

1/2

<∞.
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Оскiльки P
(1)
µ,t,n → G1(t, λ) при n → ∞ у кожнiй точцi λ ∈ (0,∞), то, взявши до уваги

вигляд полiнома P (1)
µ,t,n, а також нерiвнiсть (9), одержуємо

ϕ1(t, n) ≤
∞∑

k=n+1

|ak(t, µ, γ)| sup
λ≥0

(
exp

(
−µλ1/β

) ∣∣∣L̂−τ,µ,k(γ)
∣∣∣) ≤

≤ c1
∞∑

k=n+1

(BL0)
kkk(β−2) ≤ c2(BL0)

n+1(n+ 1)(n+1)(β−2),

де

c2 = c1

∞∑
k=1

(BL0)
k−1k(k−1)(β−2) <∞, c1 = πω0(Γ(τ) sinπτ)−1µ−(1−τ)/2,

B = T γ+2µ−1(γ + 2)−1.

Отже, supt∈[0,T ] ϕ1(t, n) ≤ c2(BL0)
n+1(n+ 1)(n+1)(β−2).

Аналогiчно, скориставшись нерiвнiстю (10), знайдемо, що

sup
t∈[0,T ]

ϕ2(t, n) ≤ c3(BL0)
n+1(n+ 1)(n+1)(β−2),

де

c3 =
ω1TΓ(τ)√

µ1+τ

∞∑
k=1

(BL0)
k−1k(k−1)(β−2) <∞.

Тому
sup
t∈[0,T ]

∥∥u(t)− P 1
µ,t,n(A)f − P 2

µ,t,n(A)g
∥∥ ≤ cLn+1(n+ 1)(n+1)(β−2),

де c = c2‖f‖Hµ + c3‖g‖Hµ , L = BL0.
Навпаки, нехай для деякого T > 0 iснують сталi c, µ > 0 такi, що для u(t), t ∈ [0, T ],

з u(0) = f ∈ H∞(A), u′(0) = 0 виконується нерiвнiсть (11). Тодi для u(t) справедливе
зображення

u(t) =

∞∑
k=0

ak(t, µ, γ)L̂−τ,µ,k(A)f,

де
ak(t, µ, γ) =

πe−δ(−1)kδk

Γ(τ) sinπτ
√
µ1−τk!Γ(k − τ + 1)

, δ =
tγ+2

µ(γ + 2)2
;

при цьому

sup
t∈[0,T ]

‖ak(t, µ, γ)L̂−τ,µ,k(A)f‖ = sup
t∈[0,T ]

∥∥∥P (1)
µ,t,k(A)f − P (1)

µ,t,k−1(A)f
∥∥∥ ≤

≤ sup
t∈[0,T ]

∥∥∥u(t)− P (1)
µ,t,k(A)f

∥∥∥+ sup
t∈[0,T ]

∥∥∥u(t)− P (1)
µ,t,k−1(A)f

∥∥∥ ≤
≤ c(1 + L)Lkkk(β−2).
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Зафiксуємо довiльним чином t ∈ [0, T ]. Тодi з останньої нерiвностi випливає нерiвнiсть∥∥∥L̂−τ,µ,k(A)f
∥∥∥ ≤ c0√k!Γ(k − τ + 1)L̃k0k

k(β−2), (12)

де c0 = c(1 + L)π−1eδΓ(τ)| sinπτ |
√
µ1−τ , L̃0 = L/δ. Далi скористаємося тим, що

L̂−τ,µ,n(λ) =
√
µ1−τ L̂−τ,1,n(µλ) =

√
µ1−τ (−1)n

(n!Γ(n− τ + 1))1/2

n!

n∑
k=0

Ckn
(−µλ)k

Γ(k − τ + 1)
.

Звiдси випливає спiввiдношення

L̂−τ,µ,n(A)f =
√
µ1−τ (−1)n

(n!Γ(n− τ + 1))1/2

n!
×

×

(
n−1∑
k=0

Ckn
(−µ)k

Γ(k − τ + 1)
Akf +

(−µ)n

Γ(n− τ + 1)
Anf

)
.

Тодi

Anf =
n!Γ(n− τ + 1)

µn
√
µ1−τ

L̂−τ,µ,n(A)f

(n!Γ(n− τ + 1))1/2
− Γ(n− τ + 1)

(−µ)n

n−1∑
k=0

Ckn
(−µ)k

Γ(k − τ + 1)
Akf, (13)

n ∈ Z+, f ∈ H∞(A).

З (13) та (12) при n = 0 одержуємо, що ‖f‖ ≤ c0
Γ(1− τ)√

µ1−τ
. При n = 1 маємо

Af =
Γ(2− τ)

µ
√
µ1−τ

√
Γ(2− τ)

L̂−τ,µ,1(A)f +
Γ(2− τ)

µΓ(1− τ)
,

‖Af‖ ≤ 2c0
Γ(2− τ)

µ
√
µ1−τ

˜̃L1
0 · 11(β−2),

˜̃L0 = max{1, L̃0}.

Аналогiчно,

‖A2f‖ ≤ 2Γ(3− τ)

µ2
√
µ1−τ (2!Γ(3− τ))1/2

∥∥∥L̂−τ,µ,2(A)f
∥∥∥+

+
Γ(3− τ)

µ2Γ(1− τ)
‖f‖+

2µΓ(3− τ)

µ2Γ(2− τ)
‖Af‖ ≤

≤ c0
2Γ(3− τ)

√
2!Γ(3− τ)

µ2
√
µ1−τ

√
2!Γ(3− τ)

L̃2
02

2(β−2) + c0
Γ(3− τ)Γ(1− τ)

µ2
√
µ1−τ Γ(1− τ)

+

+ 2c0
2Γ(3− τ)Γ(2− τ)

µΓ(2− τ)µ
√
µ1−τ

L̃1
01

1(β−2) ≤

≤ 22c0
2Γ(3− τ)

µ2
√
µ1−τ

˜̃L2
02

2(β−2),
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‖Anf‖ ≤ c0
n!Γ(n− τ + 1)

µn
√
µ1−τ

2n ˜̃Ln0n
n(β−2), n ∈ Z+.

Застосувавши формулу Стiрлiнга, знайдемо, що

‖Anf‖ ≤ 2c0e
τπe2(1− τ)µ−(1−τ)/2(2e)nµ−n ˜̃Ln0n

2nnn(β−2) = αBnnnβ,

α = 2c0e
τπe2(1− τ)µ−(1−τ)/2, B = 2e ˜̃L0µ

−1.

З останньої нерiвностi випливає належнiсть елемента f до класу Жевре G{β}(A), 1 <
< β < 2.

Теорему 1 доведено.
На пiдставi доведеної теореми та результатiв, наведених у [5, 6], робимо висновок, що у

випадку, коли початковий елемент належить до класу Жевре G{β}(A), β ∈ [1, 2), похибка
supt∈[0,T ] ‖u(t)− Pn(t, A)f‖ спадає як Lnnn(β−2), при цьому вказану оцiнку швидкостi збi-
жностi покращити не можна. Доведена теорема не забезпечує вiдповiдної збiжностi, коли
f ∈ G{2}(A). У цьому випадку справедливе таке твердження.

Теорема 2. Якщо f ∈ G{2}(A), g = 0, то

∀T > 0 ∃T1 = T1(f) ≤ T ∃c = c(f, T ) > 0 ∃ρ = ρ(f, T ), 0 < ρ < 1:

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥u(t)− P (1)
µ,t,n(A)f

∥∥∥ ≤ cρn+1.
(14)

Навпаки, якщо для деякого T > 0 iснують T1 ∈ (0, T ], c > 0, ρ ∈ (0, 1) такi, що для u(t),
t ∈ [0, T1] з u(0) = f ∈ H∞(A), u′(0) = 0 виконується (14), то f ∈ G{2}(A).

Доведення цiєї теореми аналогiчне доведенню теореми 1.
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