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We establish the existence conditions and asymptotic representations as t ↑ ω (ω ≤ +∞) for rapidly
varying solutions of the differential equations of order n that are asymptotically close in a certain sense
to the equations with regularly varying nonlinearities.

Встановлюються умови iснування та асимптотичнi при t ↑ ω (ω ≤ +∞) зображення швидко
змiнюваних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь n-го порядку, що в деякому сенсi є асимптотично
близькими до рiвнянь iз правильно змiнними нелiнiйностями.

1. Введение. Рассматривается дифференциальное уравнение

y(n) = f
(
t, y, y′, . . . , y(n−1)

)
, (1.1)

где n ≥ 2, f : [a, ω[ ×∆Y0 ×∆Y1 × . . . ×∆Yn−1 → R — непрерывная функция, −∞ < a <
< ω ≤ +∞, Yj равно либо нулю, либо ±∞, ∆Yj — некоторая односторонняя окрестность
Yj , j = 0, 1, . . . , n− 1.

Определение 1.1. Решение y уравнения (1.1), заданное на промежутке [t0, ω[ ⊂ [a, ω[,
называется Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, λ0)-решением, −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, если для него выполняются
условия

y(j)(t) ∈ ∆Yj при t ∈ [t0, ω[, lim
t↑ω

y(j)(t) = Yj , j = 0, 1, . . . , n− 1, (1.2)

lim
t↑ω

[
y(n−1)(t)

]2
y(n−2)(t)y(n)(t)

= λ0. (1.3)

Асимптотическое поведение таких решений ранее исследовалось в работах В. М. Ев-
тухова и А. М. Клопота [1 – 5] для дифференциального уравнения

y(n) =
m∑
i=1

αipi(t)
n−1∏
j=0

ϕij(y
(j)),

в котором n ≥ 2, αi ∈ {−1; 1}, pi : [a, ω[→ ]0,+∞[ — непрерывная функция, i = 1, . . . ,m,
−∞ < a < ω ≤ +∞, ϕij : ∆Yj → ]0,+∞[ — непрерывная и правильно меняющаяся при
y(j) → Yj функция порядка σj , j = 0, 1, . . . , n− 1, i = 1, . . . ,m.
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Определение 1.2. Измеримая функция ϕ : ∆Y → ]0,+∞[, где Y равно либо нулю, либо
±∞ и ∆Y — некоторая односторонняя окрестность Y, называется правильно меняющейся
при y → Y, если существует число σ ∈ R такое, что

lim
y→Y
y∈∆Y

ϕ(λy)

ϕ(y)
= λσ при любом λ > 0.

При этом число σ называют порядком функции ϕ (или показателем), и в случае σ = 0, т. е.
когда

lim
y→Y
y∈∆Y

ϕ(λy)

ϕ(y)
= 1 при любом λ > 0, (1.4)

функцию ϕ называют медленно меняющейся при y → Y.
Всилу этого определения каждая правильноменяющаяся при y → Y функция ϕ : ∆Y →

→ ]0,+∞[ порядка σ представима в виде

ϕ(y) = |y|σL(y), (1.5)

где L : ∆Y → ]0,+∞[ — медленно меняющаяся функция при y → Y.
Примерами медленно меняющихся функций при y → Y (Y равно либо нулю, либо

±∞) являются

| ln |y||γ1 , lnγ2 | ln |y||, γ1, γ2 ∈ R,

exp (| ln |y||γ3) , 0 < γ3 < 1, exp

(
ln |y|

ln | ln |y||

)
,

функции, имеющие отличный от нуля конечный предел при y → Y и многие другие.
Теория правильно меняющихся функций подробно изложена в монографиях [6, 7].

По поводу использования правильно меняющихся функций в теории дифференциальных
уравнений см., например, монографию [8].

Среди свойств медленно меняющихся при y → Y функций L : ∆Y → ]0,+∞[, где Y
равно либо нулю, либо ±∞, ∆Y — некоторая односторонняя окрестность Y, отметим
следующие.
M1. Предельное соотношение (1.4) выполняется равномерно по λ на любом отрезке

[c, d] ⊂ ]0,+∞[;

M2. lim y→Y
y∈∆Y

lnL(y)

ln |y|
= 0.

M3. Существует непрерывно дифференцируемая функция L0 : ∆Y → ]0,+∞[, назы-
ваемая нормализованной медленно меняющейся функцией при y → Y, такая, что

lim
y→Y
y∈∆Y

L0(y)

L(y)
= 1, lim

y→Y
y∈∆Y

yL′0(y)

L0(y)
= 0.

Определение 1.3. Будем говорить, что медленно меняющаяся при y → Y функция
L : ∆Y → ]0,+∞[, где Y равно либо нулю, либо ±∞, и ∆Y — односторонняя окрестность
Y, удовлетворяет условию S0, если

L
(
νe[1+o(1)] ln |y|

)
= L(y)[1 + o(1)] при y → Y, y ∈ ∆Y ,

где ν = sign y.
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Условию S0 заведомо удовлетворяют первые две функции из приведенных выше при-
меров медленно меняющихся функций, а также функции, имеющие отличный от нуля
конечный предел при y → Y. Не удовлетворяют этому условию третья и четвертая функ-
ции из указанных примеров.

Для дифференциального уравнения (1.1) в случае n = 2 и функции f (t, y, y′) общего
вида асимптотика Pω(Y0, Y1, λ0)-решений изучалась в работах [9 – 12]. При этом предпо-
лагалось, что для каждого из этих решений имеет место представление

f
(
t, y(t), y′(t)

)
= α0p(t)ϕ0(y(t))ϕ1

(
y′(t)

)
[1 + o(1)] при t ↑ ω,

где α0 ∈ {−1, 1}, p : [t0, ω[ → ]0,+∞[ — непрерывная функция, ϕk : ∆Yk → ]0,+∞[ —
непрерывная правильно меняющаяся функция при y(k) → Yk, i = 0, 1, причем α0, p, и ϕk,
k = 0, 1, зависят от выбранного параметра λ0.

В настоящей статье некоторые из результатов, полученных в [9 – 12], а именно касаю-
щиеся Pω(Y0, Y1, 1)-решений, распространяются на случай произвольного n ≥ 2.

Каждое Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, 1)-решение дифференциального уравнения (1.1) имееет
(см., например, [13]) следующие априорные асимптотические свойства:

y′(t)

y(t)
∼ y′′(t)

y′(t)
∼ . . . ∼ y(n)(t)

y(n−1)(t)
при t ↑ ω, lim

t↑ω

πω(t)y′(t)

y(t)
= ±∞, (1.6)

где

πω(t) =

t, если ω = +∞,

t− ω, если ω < +∞.

В силу этих свойств такие решения и их производные до порядка n − 1 включительно
являются быстро меняющимися функциями при t ↑ ω.

2. Основные результаты.
Определение 2.1. Будем говорить, что функция f в дифференциальном уравнении (1.1)

удовлетворяет условию (RN)1, если существуют число α0 ∈ {−1, 1}, непрерывная функция
p : [a, ω[→ ]0,+∞[ и непрерывные правильно меняющиеся при z → Yj , j = 0, n− 1, функции
ϕj : ∆Yj → ]0,+∞[, j = 0, n− 1, порядков σj , j = 0, n− 1, такие, что для любых непрерывно
дифференцируемых функций zj : [a, ω[→ ∆Yj , j = 0, n− 1, удовлетворяющих условиям

lim
t↑ω

zj(t) = Yj , lim
t↑ω

πω(t)z′j(t)

zj(t)
= ±∞, j = 0, n− 1, (2.1)

lim
t↑ω

z′j−1(t)zj(t)

zj−1(t)z′j(t)
= 1, j = 1, n− 1. (2.2)

имеет место представление

f(t, z0(t), z1(t), . . . , zn−1(t)) = α0p(t)
n−1∏
j=0

ϕj(zj(t))[1 + o(1)] при t ↑ ω. (2.3)

Кроме того, будем использовать обозначения

γ = 1−
n−1∑
j=0

σj , µn =
n−2∑
j=0

σj(n− j − 1),
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νj =



1, если Yj = +∞, либо

Yj = 0 и ∆Yj — правая окрестность нуля,

−1, если Yj = −∞, либо

Yj = 0 и ∆Yj — левая окрестность нуля

j = 0, n− 1,

J0(t) =

t∫
A0

p(s) ds, J00(t) =

t∫
A00

J0(s) ds,

где

A0 =


a, если

∫ ω

a
p(s) ds = +∞,

ω, если
∫ ω

a
p(s) ds < +∞,

A00 =


a, если

∫ ω

a
|J0(s)| ds = +∞,

ω, если
∫ ω

a
|J0(s)| ds < +∞.

Теорема 2.1. Пусть функция f удовлетворяет условию (RN)1 и при этом γ 6= 0. Тогда
для существования Pω(Y0, . . . , Yn−1, 1)-решений дифференциального уравнения (1.1) необхо-
димо, а если алгебраическое относительно ρ уравнение

(1 + ρ)n =
n−1∑
j=0

σj(1 + ρ)j (2.4)

не имеет корней с нулевой действительной частью, то и достаточно, чтобы

p(t)

J0(t)
∼ J0(t)

J00(t)
при t ↑ ω, lim

t↑ω

πω(t)p(t)

J0(t)
= ±∞, (2.5)

νj lim
t↑ω
|J0(t)|

1
γ = Yj , j = 0, n− 1, (2.6)

и при t ∈ ]a, ω[ выполнялись неравенства

α0νn−1γJ0(t) > 0, νjνn−1 (γJ0(t))
n−j−1 > 0, j = 0, n− 2. (2.7)

Более того, для каждого такого решения при t ↑ ω имеют место асимптотические пред-
ставления

y(j)(t) =

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
y(n−1)(t)[1 + o(1)], j = 0, n− 2, (2.8)

∣∣y(n−1)(t)∣∣γ∏n−1

j=0
Lj

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
y(n−1)(t)

) = α0νn−1γJ0(t)

∣∣∣∣γJ00(t)J0(t)

∣∣∣∣µn [1 + o(1)], (2.9)

где Lj(y(j)) =
∣∣y(j)∣∣−σj ϕj(y(j)), j = 0, n− 1, причем решений с такими представлениями

существует целое m-параметрическое семейство, если среди корней алгебраического уравне-
ния (2.4) имеется m-корней (с учетом кратных), действительные части которых имеют
знак, противоположный знаку α0νn−1.
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Замечание 2.1. Можно показать, что алгебраическое уравнение (2.4) заведомо не имеет
корней с нулевой действительной частью, если

∑n−2

j=0
|σj | < |1− σn−1|.

Замечание 2.2. В силу первого из условий (2.5) и свойства M1 медленно меняющихся
функций отношение γJ00(t)

J0(t)
в представлениях (2.8) и (2.9) может быть заменено на γJ0(t)

p(t)
.

Замечание 2.3. Из условий (2.5) также следует, что функции J0, J00 являются быстро
меняющимися при t ↑ ω. Поэтому функция p в представлении (2.3) не может быть пра-
вильно меняющейся при t ↑ ω.

Доказательство теоремы 2.1. Необходимость. Пусть y : [t0, ω[ → ∆Y0 — произвольное
Pω (Y0, . . . , Yn−1, 1)-решение уравнения (1.1). Тогда в силу определения 1.1 существует t1 ∈
∈ [t0, ω[ такое, что

sign y(j)(t) = νj , j = 0, n− 1, при t ∈ [t1, ω[.

Кроме того, в силу свойств (1.6) для функций zj(t) = y(j)(t), j = 0, n− 1, соблюдаются
условия (2.1) и (2.2). Поэтому ввиду выполнения условия (RN)1 для рассматриваемого
решения y уравнения (1.1) имеет место асимптотическое соотношение

y(n)(t) = α0p(t)

n−1∏
j=0

ϕj

(
y(j)(t)

)
[1 + o(1)] при t ↑ ω. (2.10)

Здесь ϕj : ∆Yj → ]0,+∞[, j = 0, n− 1, — правильно меняющиеся при y(j) → Yj , j =
= 0, n− 1, функции порядков σj , j = 0, n− 1. Поэтому согласно (1.5) они представимы в
виде

ϕj(y
(j)) =

∣∣∣y(j)∣∣∣σj Lj(y(j)), j = 0, n− 1, (2.11)

где Lj , j = 0, n− 1 — медленно меняющиеся функции при y(j) → Yj , j = 0, n− 1. Кроме
того, в силу свойства M3 медленно меняющихся функций существуют нормализованные
(непрерывно дифференцируемые) медленно меняющиеся функции L0j : ∆Yj → ]0,+∞[,
j = 0, n− 1, такие, что

lim
y(j)→Yj
y(j)∈∆Yj

Lj(y
(j))

L0j(y(j))
= 1, lim

y(j)→Yj
y(j)∈∆Yj

y(j)L0j(y
(j))

L0j(y(j))
= 0, j = 0, n− 1. (2.12)

Отсюда следует, что непрерывно дифференцируемые правильно меняющиеся функции

ϕ0j =
∣∣y(j)∣∣σjL0j(y

(j)), j = 0, n− 1, (2.13)

удовлетворяют условиям

lim
y(j)→Yj
y(j)∈∆Yj

ϕj(y
(j))

ϕ0j(y(j))
= 1, lim

y(j)→Yj
y(j)∈∆Yj

y(j)ϕ0j(y
(j))

ϕ0j(y(j))
= σj , j = 0, n− 1. (2.14)
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В силу этих условий, справедливости соотношения (1.2) и первых из соотношений (1.6)
имеем y(k−1)(t)∏n−1

j=0
ϕ0j

(
y(j)(t)

)

′

=
y(k)(t)∏n−1

j=0
ϕ0j

(
y(j)(t)

)×

×

1−
n−1∑
j=0

y(k−1)(t)y(j+1)(t)

y(k)(t)y(j)(t)

y(j)(t)ϕ′0j
(
y(j)(t)

)
ϕ0j

(
y(j)(t)

)
 =

=
y(k)(t)∏n−1

j=0
ϕ0j

(
y(j)(t)

) [γ + o(1)], k = 1, . . . , n, при t ↑ ω. (2.15)

Отсюда при k = n следует, что (2.10) может быть переписано в виде y(n−1)(t)∏n−1

j=0
ϕ0j

(
y(j)(t)

)

′

= α0γp(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Интегрируя это соотношение на промежутке от t1 до t, получаем

y(n−1)(t)∏n−1

j=0
ϕ0j

(
y(j)(t)

) = C + α0γJ0(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω.

где C — некоторая вещественная постоянная.
В случае, когда в функции J0 предел интегрирования A0 = a, J0(t) → +∞ при t ↑ ω,

полученное соотношение представимо в виде

y(n−1)(t)∏n−1

j=0
ϕ0j

(
y(j)(t)

) = α0γJ0(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω. (2.16)

Покажем, что в случае A0 = ω, когда J0(t) → 0 при t ↑ ω, постоянная C равна нулю.
Предположим противное, т. е. что в этом случае C 6= 0. Тогда

y(n−1)(t)∏n−1

j=0
ϕ0j

(
y(j)(t)

) = C + o(1) при t ↑ ω,

и в силу (2.10), (2.14)

y(n)(t)

y(n−1)(t)
= p(t)

(α0

C
+ o(1)

)
при t ↑ ω,

откуда следует, что

ln
∣∣∣y(n−1)(t)∣∣∣ = C1 + J0(t)

(α0

C
+ o(1)

)
при t ↑ ω,
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где C1 — некоторая вещественная постоянная. Однако этого быть не может, поскольку
здесь левая часть в силу определения 1.1 стремится к бесконечности при t ↑ ω, а правая—
к постоянной C1. Значит, при A0 = ω также имеет место представление (2.16).

Аналогично из (2.16) с использованием (2.15) при k = n− 1 получаем

y(n−2)(t)∏n−1

j=0
ϕ0j

(
y(j)(t)

) = α0γ
2J00(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω. (2.17)

Из (2.10), (2.16) и (2.17) c учетом первого из условий (2.14) имеем

y(n)(t)

y(n−1)(t)
∼ p(t)

γJ0(t)
,

y(n−1)(t)

y(n−2)(t)
∼ J0(t)

γJ00(t)
при t ↑ ω.

Поэтому в силу (1.6) выполняются условия (2.5) и ввиду тождеств

y(j)(t) =
y(j)(t)

y(j+1)(t)
. . .

y(n−2)(t)

y(n−1)(t)
y(n−1)(t), j = 0, n− 2,

имеют место асимптотические представления (2.8). Кроме того, из (2.16) и (2.8) следует,
что выполняются неравенства (2.7).

Справедливость условий (2.6) непосредственно следует из (1.2) и асимптотических со-
отношений

y(j+1)(t)

y(j)(t)
∼ p(t)

γJ0(t)
, j = 0, n− 1, при t ↑ ω. (2.18)

Используя теперь представления (2.13), асимптотические соотношения (2.8) и свой-
ствоM1 медленно меняющихся функций, находим

ϕ0j

(
y(j)(t)

)
=
∣∣∣y(j)(t)∣∣∣σj L0j

(
y(j)(t)

)
∼

∣∣∣∣∣
(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
y(n−1)(t)

∣∣∣∣∣
σj

×

× L0j

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
y(n−1)(t)[1 + o(1)]

)
∼
∣∣∣∣γJ00(t)J0(t)

∣∣∣∣(n−j−1)σj ×
×
∣∣∣y(n−1)(t)∣∣∣σj L0j

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
y(n−1)(t)

)
, j = 0, n− 1 при t ↑ ω.

Ввиду этих соотношений из (2.16) при t ↑ ω получаем представление∣∣yn−1(t)∣∣γ ∣∣∣∣ J0(t)γJ00(t)

∣∣∣∣µn∏n−1

j=0
L0j

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
y(n−1)(t)

) = α0νn−1γJ0(t)[1 + o(1)],

из которого с учетом первых из соотношений (2.12) вытекает представление (2.9).
Достаточность. Пусть выполняются условия (2.5) – (2.7) и алгебраическое уравне-

ние (2.4) не имеет корней с нулевой действительной частью. Покажем, что в данном
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случае уравнение (1.1) имеет Pω(Y0, . . . , Yn−1, 1)-решения, допускающие при t ↑ ω асимп-
тотические представления (2.8), (2.9), и выясним вопрос о количестве таких решений.

Сначала рассмотрим соотношение

|Y |γ∏n−1

j=0
L0j

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
Y

) = Q(t)(1 + vn), (2.19)

где L0j : ∆Yj → ]0,+∞[, j = 0, n− 1, — непрерывно дифференцируемые медленно меня-
ющиеся при y(j) → Yj функции, удовлетворяющие условиям (2.12), существующие в силу
свойстваM3 медленно меняющихся функций, и

Q(t) = α0νn−1γJ0(t)

∣∣∣∣γJ00(t)J0(t)

∣∣∣∣µn .
Положим

d =
1

2|γ|
, Rd = {z ∈ R : |z| ≤ d}, R 1

2
=

{
vn ∈ R : |vn| ≤

1

2

}
и покажем, что соотношение (2.19) однозначно определяет заданную на множестве
[t0, ω[×R 1

2
, где t0 ∈ [a, ω[, непрерывно дифференцируемую неявнуюфункцию Y = Y (t, vn)

вида

Y (t, vn) = νn−1 |J0(t)|
1
γ
+z(t,vn) , (2.20)

где функция z такова, что

|z(t, vn)| ≤ d при (t, vn) ∈ [t0, ω[× R 1
2

(2.21)

и

lim
t↑ω

z(t, vn) = 0 равномерно по vn ∈ R 1
2
. (2.22)

Полагая в (2.19)

Y = νn−1 |J0(t)|
1
γ
+z (2.23)

и затем логарифмируя полученное при этом соотношение, после элементарных преобра-
зований находим, что

z = a(t) + b(t, vn) + Z(t, z), (2.24)

где

a(t) =
1

γ

(
lnQ(t)

ln |J0(t)|
− 1

)
, b(t, vn) =

ln(1 + vn)

γ ln |J0(t)|
,

Z(t, z) =
1

γ ln |J0(t)|

n−1∑
j=0

lnL0j

(
νn−1

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
|J0(t)|

1
γ
+z

)
.
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Так как согласно правилу Лопиталя и первому из условий (2.5)

lim
t↑ω

ln |γJ00(t)|
ln |J0(t)|

= lim
t↑ω

J2
0 (t)

p(t)J00(t)
= 1, (2.25)

то в силу неравенств (2.7), а также условия (2.6) имеем

νn−1 lim
t↑ω

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
|J0(t)|

1
γ
+z

= νj lim
t↑ω

∣∣∣∣γJ00(t)J0(t)

∣∣∣∣n−j−1 |J0(t)| 1γ+z =

= νj lim
t↑ω

exp

(
ln |J0(t)|

[
1

γ
+ z + (n− j − 1)

(
ln |γJ00(t)|
ln |J0(t)|

− 1

)])
=

= νj lim
t↑ω

exp

(
ln |J0(t)|

[
1

γ
+ z + o(1)

])
=

= νj lim
t↑ω
|J0(t)|

1
γ = Yj , j = 0, n− 1 при |z| ≤ d.

Поэтому правая часть в (2.24) непрерывно дифференцируема на множестве [t1, ω[×R 1
2
×Rd,

где t1 — некоторое число на промежутке [a, ω[.

Замечаем также, что в (2.24)

lim
t↑ω

b(t, vn) = 0 равномерно по vn ∈ R 1
2
, (2.26)

и в силу вида функции a, первого из неравенств (2.7) и (2.25)

lim
t↑ω

a(t) =
1

γ
lim
t↑ω

(
lnQ(t)

ln |J0(t)|
− 1

)
=

1

γ
lim
t↑ω

[
ln |γ|

ln |J0(t)|
+ µn

(
ln |γJ00(t)|
ln |J0(t)|

− 1

)]
= 0. (2.27)

Кроме того, учитывая, что

Z(t, z) =
1

γ

n−1∑
j=0

[
1

γ
+ z + (n− j − 1)

(
ln |γJ00(t)|
ln |J0(t)|

− 1

)]
×

×
lnL0j

(
νn−1

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
|J0(t)|

1
γ
+z

)

ln

(∣∣∣∣γJ00(t)J0(t)

∣∣∣∣n−j−1 |J0(t)| 1γ+z
)

и

∂Z(t, z)

∂z
=

1

γ

n−1∑
j=0

νn−1

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
|J0(t)|

1
γ
+z
L′0j

(
νn−1

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
|J0(t)|

1
γ
+z

)

L0j

(
νn−1

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
|J0(t)|

1
γ
+z

) ,
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с использованием (2.12), свойства M2 медленно меняющихся функций и условия (2.25)
получаем

lim
t↑ω

Z(t, z) = 0, lim
t↑ω

∂Z(t, z)

∂z
= 0 равномерно по z ∈ Rd. (2.28)

Согласно условиям (2.26) – (2.28) существует число t2 ∈ [t1, ω[ такое, что на множестве
[t2, ω[× R 1

2
× Rd справедливо неравенство

|a(t) + b(t, v1, v2) + Z(t, z)| ≤ d (2.29)

и выполняется условие Липшица

|Z(t, z1)− Z(t, z2)| ≤
1

2
|z1 − z2| при t ∈ [t2, ω[, z1, z2 ∈ Rd. (2.30)

Подобрав таким образом число t2, обозначим через B банахово пространство непре-
рывных и ограниченных на множестве Ω = [t2, ω[× R 1

2
функций z : Ω→ R с нормой

‖z‖ = sup {|z(t, vn)| : (t, vn) ∈ Ω} .

Выделим из него подпространство B0 тех функций из B, для которых ‖z‖ ≤ d, и рассмот-
рим на B0, выбрав предварительно произвольным образом число ν ∈ (0, 1), оператор

Φ(z)(t, vn) = z(t, vn)− ν [z(t, vn)− a(t)− b(t, vn)− Z(t, z(t, vn))] . (2.31)

Для любого z ∈ B0 в силу условия (2.29) имеем

|Φ(z)(t, vn)| ≤ (1− ν)|z(t, vn)|+ νd ≤ d при (t, vn) ∈ Ω.

Следовательно, ‖Φ(z)‖ ≤ d, т. е. Φ(B0) ⊂ B0.

Пусть теперь z1, z2 ∈ B0. Тогда в силу (2.30) при (t, vn) ∈ Ω

|Φ(z1)(t, vn)− Φ(z2)(t, vn)| ≤

≤ (1− ν)|z1(t, vn)− z2(t, vn)|+ ν|Z(t, z1(t, vn))− Z(t, z2(t, vn)| ≤

≤ (1− ν)|z1(t, vn)− z2(t, vn)|+ ν

2
|z1(t, vn)− z2(t, vn)| ≤

(
1− ν

2

)
‖z1 − z2‖.

Отсюда следует, что
‖Φ(z1)− Φ(z2)‖ ≤

(
1− ν

2

)
‖z1 − z2‖.

Тем самым показано, что оператор Φ отображает пространство B0 в себя и является на
нем оператором сжатия. Тогда согласно принципу сжатых отображений существует един-
ственная функция z ∈ B0 такая, что z = Φ(z). В силу (2.31) эта непрерывная на множестве
Ω функция является единственным решением уравнения (2.24), удовлетворяющим усло-
вию ‖z‖ ≤ d. Из (2.24) с учетом этого условия и (2.26) – (2.28) следует, что данное решение
стремится к нулю при t ↑ ω равномерно по vn ∈ R 1

2
. Непрерывная дифференцируемость

этого решения на множестве [t0, ω[×R 1
2
, где t0 — некоторое число из промежутка [t2, ω[,
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непосредственно вытекает из известной локальной теоремы о существовании неявной фун-
кции, определяемой соотношением (2.24). В силу замены (2.23) полученной функции z
соответствует непрерывно дифференцируемая на множестве [t0, ω[ × R 1

2
функция Y ви-

да (2.20), которая является решением уравнения (2.19) и удовлетворяет при j = 0, n− 1
условиям (

γsJs00(t)

Js0(t)

)n−j−1
Y (t, vn) ∈ ∆Yj при (t, vn) ∈ [t0, ω[× R 1

2
, (2.32)

lim
t↑ω

(
γsJs00(t)

Js0(t)

)n−j−1
Y (t, vn) = Yj равномерно по vn ∈ R 1

2
. (2.33)

Кроме того, для этой функции имеет место соотношение

γ (Y (t, vn))′t
Y (t, vn)

−
n−1∑
j=0

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
Y (t, vn)L′0j

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
Y (t, vn)

)

L0j

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
Y (t, vn)

) ×

×

(n− j − 1)

(
γJ00(t)

J0(t)

)′
γJ00(t)

J0(t)

+
(Y (t, vn))′t
Y (t, vn)

 =

(
J0(t)

∣∣∣∣γJ00(t)J0(t)

∣∣∣∣µn)′
J0(t)

∣∣∣∣γJ00(t)J0(t)

∣∣∣∣µn ,

откуда следует, что

(Y (t, vn))′t
Y (t, vn)

γ −
n−1∑
j=0

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
Y (t, vn)L′0j

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
Y (t, vn)

)

L0j

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
Y (t, vn)

)
 =

=
p(t)

J0(t)

[
1 +

J2
0 (t)

p(t)J00(t)

(
1− J00(t)p(t)

J2
0 (t)

)
×

×

µn +

n−1∑
j=0

(n− j − 1)

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
Y (t, vn)L′0j

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
Y (t, vn)

)

L0j

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
Y (t, vn)

)

.

Поэтому в силу условий (2.5), (2.12), (2.32) и (2.33)

lim
t↑ω

J0(t)(Y (t, vn))′t
p(t)Y (t, vn)

=
1

γ
, lim

t↑ω

πω(t)(Y (t, vn))′t
Y (t, vn)

= ±∞ равномерно по vn ∈ R 1
2
. (2.34)

Теперь, с использованием замен

y(j)(t)

y(n−1)(t)
=

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
[1 + vj+1(t)], j = 0, n− 2, y(n−1)(t) = Y (t, vn(t)), (2.35)
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и учетом того, что функция y(n−1)(t) = Y (t, vn(t) при t ∈ [t0, ω[ и vn(t) ∈ R
1
2 удовлетворяет

уравнению ∣∣y(n−1)(t)∣∣γ∏n−1

j=0
L0j

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
y(n−1)(t)

) = Q(t)[1 + vn(t)],

сведем дифференциальное уравнение (1.1) к системе дифференциальных уравнений

v′i =
J0(t)

γJ00(t)
[1 + vi+1 − (1 + vi)g(t, v1, . . . , vn)− (n− i)(1− h(t))(1 + vi)] , i = 1, n− 2,

v′n−1 =
J0(t)

γJ00(t)
[1− (1 + vn−1)g(t, v1, . . . , vn−1)− (1− h(t))(1 + vn−1)] ,

v′n =
J0(t)(1 + vn)

γJ00(t)

[
g(t, v1, . . . , vn)

(
γ −

∑n−1

j=0
Hj(t, vn)

)
−

− γ(1− h(t))
∑n−1

j=0
(n− j − 1)Hj(t, vn)− γ(h(t) + µn(1− h(t)))

]
,

(2.36)
где

h(t) =
p(t)J00(t)

J2
0 (t)

,

Hj(t, vn) =

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
Y (t, vn)L′0j

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
Y (t, vn)

)

L0j

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
Y (t, vn)

) , j = 0, n− 1,

g(t, v1, . . . , vn) =
γJ00(t)

J0(t)

f(t, z0(t, v1, vn), z1(t, v2, vn), . . . , zn−2(t, vn−1, vn), zn−1(t, vn))

Y (t, vn)
,

zj(t, vj+1, vn) =

(
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
(1 + vj+1)Y (t, vn), j = 0, n− 2, zn−1(t, vn) = Y (t, vn).

Ввиду условий (2.32), (2.33) правые части этой системы непрерывны на множестве
[t∗, ω[× Rn1

2

, где t∗ — некоторое число из промежутка [t0, ω[, и

Rn1
2

=

{
(v1, . . . , vn) ∈ Rn : |vi| ≤

1

2
, i = 1, n

}
.

Кроме того, в силу первого из условий (2.5), а также (2.33) и второго из условий (2.12)

lim
t↑ω

h(t) = 1 и lim
t↑ω

Hj(t, vn) = 0, j = 0, n− 1, равномерно по vn ∈ R 1
2
. (2.37)

Далее, получим представление для функции g. Поскольку

(zj(t, vj+1, vn))′t
zj(t, vj+1, vn)

= (n− j − 1)(1− h(t))
J0(t)

J00(t)
+

(Y (t, vn))′t
Y (t, vn)

, j = 0, n− 2,
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(zn−1(t, vn))′t
zn−1(t, vn)

=
(Y (t, vn))′t
Y (t, vn)

то согласно условиям (2.5), (2.33), (2.34) и первому из условий (2.37) равномерно по
(v1, . . . , vn) ∈ Rn1

2

имеют место предельные соотношения

lim
t↑ω

zj−1(t, vj , vn) = Yj−1, j = 1, n− 1, lim
t↑ω

zn−1(t, vn) = Yn−1,

lim
t↑ω

(zj−1(t, vj , vn))′tzj(t, vj+1, vn)

zj−1(t, vj , vn)(zj(t, vj+1, vn))′t
= 1, lim

t↑ω

πω(t)(zj(t, vj+1, vn)′t
zj(t, vj+1, vn)

= ±∞, j = 1, n− 2,

lim
t↑ω

(zn−2(t, vn−1, vn))′tzn−1(t, vn)

zn−2(t, vn−1, vn)(zn−1(t, vn))′t
= 1, lim

t↑ω

πω(t)(zn−1(t, vn))′t
zn−1(t, vn)

= ±∞.

Тогда, учитывая, что функция f удовлетворяет условию (RN)1, с использованием (2.11),
свойства M1 медленно меняющихся функций, первого из условий (2.12), соотноше-
ния (2.19) и вида функции Q находим

f (t, z0(t, v1, vn), . . . , zn−2(t, vn−1, vn), zn−1(t, vn)) =

= α0p(t)[1 + r1(t, v1 . . . , vn)]ϕn−1×

× (Y (t, vn))
n−2∏
j=0

ϕj

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
Y (t, vn)(1 + vj+1)

)
=

= α0p(t)[1 + r2(t, v1, . . . , vn)]

∣∣∣∣γJ00(t)J0(t)

∣∣∣∣µn |Y (t, vn)|1−γ×

×
n−2∏
j=0

|1 + vj+1|σj
n−1∏
j=0

Lj

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
Y (t, vn)

)
=

=
νn−1α0p(t)[1 + r3(t, v1, . . . , vn)]Y (t, vn)

|Y (t, vn)|γ
×

×
n−2∏
j=0

|1 + vj+1|σj
n−1∏
j=0

Lj

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
Y (t, vn)

)
=

=
p(t)Y (t, vn)

γJ0(t)
[1 + r3(t, v1, . . . , vn)]

∏n−2

j=0
|1 + vj+1|σj

1 + vn
,

где
lim
↑ω

rk(t, v1, . . . , vn) = 0, k = 1, 2, 3, равномерно по (v1, . . . , vn) ∈ Rn1
2

.

Поэтому функция g представима в виде

g(t, v1, . . . , vn) = h(t)[1 + r3(t, v1, . . . , vn)]

∏n−2

j=0
|1 + vj+1|σj

1 + vn
.
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В силу этого представления и (2.37) система дифференциальных уравнений (2.36) может
быть записана следующим образом:

v′i =
J0(t)

γJ00(t)

Fi(t, v1, . . . , vn) + 1 + vi+1 −
(1 + vi)

∏n−2

j=0
|1 + vj+1|σj

1 + vn

, i = 1, n− 2,

v′n−1 =
J0(t)

γJ00(t)

Fn−1(t, v1, . . . , vn) + 1−
(1 + vn−1)

∏n−2

j=0
|1 + vj+1|σj

1 + vn

,
v′n =

J0(t)

γJ00(t)

[
Fn(t, v1, . . . , vn)− γ(1 + vn) + γ

∏n−2

j=0
|1 + vj+1|σj

]
,

где
lim
t↑ω

Fi(t, v1, . . . , vn) = 0, i = 1, n, равномерно по (v1, . . . , vn) ∈ Rn1
2

.

Выделяя теперь линейные части в слагаемых, стоящих в квадратных скобках после
функций Fi, i = 1, n, получаем систему дифференциальных уравнений

v′i =
J0(t)

γJ00(t)

(
Fi(τ, v1, . . . , vn) +

n∑
k=1

pikvk + Vi(v1, . . . , vn)

)
, i = 1, n, (2.38)

в которой

pii = −1− σi−1, pii+1 = 1− σi, pik = −σk−1 при k 6= i, i+ 1, i, k = 1, n− 1,

pin = 1, i = 1, n− 2, pn−1k = −σk−1, k = 1, n− 2,

pn−1n−1 = −1− σn−2, pn−1n = 1, pnk = γσk−1, k = 1, n− 1, pnn = −γ,

Vi(v1, . . . , vn) = −
(1 + vi)

∏n−2

j=0
|1 + vj+1|σj

1 + vn
− vn + (1 + σi−1)vi +

n−1∑
k=1
k 6=i

σk−1vk, i = 1, n− 1,

Vn(v1, . . . , vn) = γ

n−2∏
j=0

|1 + vj+1|σj − γ
n−1∑
k=1

σk−1vk.

Здесь

Vi(0, . . . , 0) = 0, i = 1, n, lim
|v1|+...+|vn|→0

∂Vi(v1, . . . , vn)

∂vk
= 0, i, k = 1, n,

и в силу первого из условий (2.5), первого из неравенств (2.7), а также правила выбора
пределов интегрирования в функциях J0, J00

sign

(
J0(t)

γJ00(t)

)
= α0νn−1, lim

t↑ω

t∫
t∗

J0(τ)dτ

γJ00(τ)
= ±∞.
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Таким образом, система дифференциальных уравнений (2.38) принадлежит классу сис-
тем, которые исследовались во § 2 работы [14]. Нетрудно также убедиться в том, что для
системы (2.38) характеристическое уравнение det[P − ρE] = 0, где P = (pik)

n
i,k=1 и E —

единичная матрица размерности (n × n), имеет вид (2.4). В силу условий теоремы это
уравнение не имеет корней с нулевой действительной частью. Поэтому согласно теоре-
ме 2.2 из [14] система (2.38) имеет по крайней мере одно решение (vi)

n
i=1 : [t∗, ω[ −→ Rn,

где t∗ ∈ [t∗, ω[, стремящееся к нулю при t ↑ ω, причем таких решений существует m-
параметрическое семейство, если средикорней алгебраического уравнения (2.4) имеетсяm
корней (с учетом кратных), действительные части которых имеют знак, противоположный
знаку числа α0νn−1.

Каждому такому решению в силу замен (2.35) соответствует решение y : [t2, ω[ → R,
t2 ∈ [a, ω[, дифференциального уравнения (1.1), которое допускает при t ↑ ω асимптоти-
ческие представления (2.8) и

y(n−1)(t) = νn−1|J0(t)|
1
γ
+o(1)

, (2.39)

причем y(n−1) удовлетворяет асимптотическому соотношению∣∣y(n−1)(t)∣∣γ∏n−1

j=0
L0j

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
y(n−1)(t)

) = Q(t)[1 + o(1)] при t ↑ ω,

которое в силу (2.33) и первых из условий (2.12) может быть записано в виде (2.9). Исполь-
зуя эти представления, а также условия (2.5) – (2.7), нетрудно проверить, что каждое такое
решение дифференциального уравнения (1.1) является Pω(Y0, . . . , Yn−1, 1)-решением.

Теорема 2.1 доказана.
В теореме 2.1 асимптотическое представление для (n − 1)-й производной Pω(Y0, . . .

. . . , Yn−1, 1)-решения уравнения (1.1) дается в неявном виде. Укажем условия, при выпол-
нении которых асимптотические представления (2.8), (2.9) могут быть записаны в явном
виде.

Теорема 2.2. Пусть выполняются условия теоремы 2.1 и медленно меняющиеся функции
Lj , j = 0, n− 1, удовлетворяют условию S0. Тогда для каждого Pω(Y0, . . . , Yn−1, 1)-решения
уравнения (1.1) имеют место при t ↑ ω асимптотические представления

y(j)(t) = νn−1

(
γJ0(t)

p(t)

)n−j−1
×

×

∣∣∣∣∣∣γJ0(t)
∣∣∣∣γJ0(t)p(t)

∣∣∣∣µn n−1∏
j=0

Lj

(
νj |J0(t)|

1
γ

)∣∣∣∣∣∣
1
γ

[1 + o(1)], j = 0, n− 1. (2.40)

Доказательство. Допустим, что дифференциальное уравнение (1.1) имеет Pω(Y0, . . .
. . . , Yn−1, 1)-решение y : [t0, ω[→ ∆Y0 . Тогда в силу теоремы2.1 выполняются условия (2.5) –
(2.7) и для данного решения при t ↑ ω имеют место асимптотические соотношения (2.8),
(2.9). Поскольку функции Lj , j = 0, 1, . . . , n − 1, удовлетворяют условию S0 и согласно
правилу Лопиталя
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lim
t↑ω

ln

∣∣∣∣γJ00(t)J0(t)

∣∣∣∣
ln |J0(t)|

= lim
t↑ω

1− J00(t)p(t)

J2
0 (t)

J00(t)p(t)

J2
0 (t)

= 0,

то с учетом (2.5) – (2.7) и (2.39) находим, что

Lj

((
γJ00(t)

J0(t)

)n−j−1
y(n−1)(t)

)
=

= Lj

(
νj exp

[
(n− j − 1) ln

∣∣∣∣γJ00(t)J0(t)

∣∣∣∣+

(
1

γ
+ o(1)

)
ln |J0(t)|

])
=

= Lj

(
νj exp

[(
1

γ
+ o(1)

)
ln |J0(t)|

])
= Lj

(
νje

[1+o(1)] ln |J0(t)|
1
γ

)
=

= Lj

(
νj |J0(t)|

1
γ

)
[1 + o(1)], j = 0, 1, . . . , n− 1, при t ↑ ω.

Учитывая эти асимптотические соотношения, перепишем (2.9) в виде

∣∣∣y(n−1)(t)∣∣∣γ = α0νn−1γJ0(t)

∣∣∣∣γJ00(t)J0(t)

∣∣∣∣µn n−1∏
j=0

Lj

(
νj |J0(t)|

1
γ

)
[1 + o(1)] при t ↑ ω.

Отсюда следует, что

y(n−1)(t) = νn−1

∣∣∣∣∣∣γJ0(t)
∣∣∣∣γJ00(t)J0(t)

∣∣∣∣µn n−1∏
j=0

Lj

(
νj |J0(t)|

1
γ

)∣∣∣∣∣∣
1
γ

[1 + o(1)] при t ↑ ω,

и поэтому в силу (2.8) имеют место асимптотические представления (2.40).
Замечание 2.4. При доказательстве теоремы 2.1 было показано, что при выполнении

условия (RN)1 и γ 6= 0 для каждого Pω(Y0, . . . , Yn−1, 1)-решения дифференциального
уравнения (1.1) имеют место асимптотические соотношения (2.18). Поэтому при проверке
выполнения условия (RN)1 можно ограничиться лишь рассмотрением таких функций
zj : [a, ω[→ ∆j , j = 0, n− 1, для которых наряду с (2.1), (2.2) выполняются условия

z′j(t)

zj(t)
=

p(t)

γJ0(t)
[1 + o(1)], j = 0, n− 1 при t ↑ ω. (2.41)

3. Пример одного класса нелинейных дифференциальных уравнений. В качестве приме-
ра, иллюстрирующего полученные результаты, рассмотрим дифференциальное уравнение

y(n) =

∑l

k=1
αkpk(t)

∏n−1

j=0
ϕkj(y

(j))∑m

k=l+1
αkpk(t)

∏n−1

j=0
ϕkj(y

(j))
, (3.1)

в котором αk ∈ {−1, 1}, pk : [a, ω[ → ]0,+∞[ (ω ≤ +∞) — непрерывная функция, ϕkj :
∆Yj → ]0,+∞[ — непрерывная и правильно меняющаяся при yj → Yj функция порядка
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σkj , Yj равно либо нулю, либо ±∞, ∆Yj — некоторая односторонняя окрестность Yj ,
k = 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , n− 1.

При этом будем предполагать, что для некоторых s ∈ {1, . . . , l} и r ∈ {l + 1, . . . ,m}
выполняются условия

lim sup
t↑ω

ln pk(t)− ln ps(t)

βsr ln |J0sr(t)|
<
βsr(γk − γs)

γsr
при k ∈ {1, . . . , l} \ {s}, (3.2)

lim sup
t↑ω

ln pk(t)− ln pr(t)

βsr ln |J0sr(t)|
<
βsr(γk − γr)

γsr
при k ∈ {l + 1, . . . ,m} \ {r}, (3.3)

где

γk = 1−
n−1∑
j=0

σkj , k = 1,m, γsr = 1− (γr − γs), J0sr(t) =

t∫
Asr

ps(τ)dτ

pr(τ)
,

Asr =


a, если

∫ ω

a

ps(τ)dτ

pr(τ)
= +∞,

ω, если
∫ ω

a

ps(τ)dτ

pr(τ)
< +∞,

βsr =

{
1, если Asr = a,

−1, если Asr = ω.

Покажем, что при выполнении этих условий правая часть уравнения (3.1) удовлетворяет
условию RN1.

Пусть zj : [t0, ω[→ ∆Yj , j = 0, 1, . . . , n− 1, — произвольные непрерывно дифференци-
руемые функции, удовлетворяющие условиям (2.1), (2.2). В силу замечания 2.4 (и получен-
ного ниже представления (3.4)) можно ограничиться лишь рассмотрением таких из них,
для которых имеют место асимптотические соотношения

z′j(t)

zj(t)
∼

ps(t)
pr(t)

γsrJ0sr(t)
, j = 0, n− 1 при t ↑ ω,

откуда следует, что

ln |zj(t)| =
(

1

γsr
+ o(1)

)
ln |J0sr(t)| при t ↑ ω.

Учитывая эти асимптотические соотношения, а также представления

ϕkj(y
(j)) =

∣∣y(j)∣∣σkjLkj(y(j)), k = 1, . . . ,m, j = 0, . . . , n− 1,

где Lkj(y(j)) : ∆Yj → ]0,+∞[ — непрерывная медленно меняющаяся функция при y(j) →
→ Yj , а также свойство M2 медленно меняющихся функций (из введения), при k ∈
∈ {1, . . . , l} \ {s} будем иметь

ln

pk(t)
∏n−1

j=0
ϕkj(zj(t))

ps(t)
∏n−1

j=0
ϕsj(zj(t))

 = ln pk(t)− ln ps(t) +

n−1∑
j=0

(lnϕkj(zj(t))− lnϕsj(zj(t))) =
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= ln pk(t)− ln ps(t) +

n−1∑
j=0

((σkj − σsj) ln |zj(t)|+ lnLkj(zj(t))− Lsj(zj(t))) =

= ln pk(t)− ln ps(t) +
n−1∑
j=0

ln |zj(t)|
(
σkj − σsj +

lnLkj(zj(t))

ln |zj(t)|
− lnLsj(zj(t))

ln |zj(t)|

)
=

= ln pk(t)− ln ps(t) +
ln |J0sr(t)|

γsr

n−1∑
j=0

(σkj − σsj + o(1)) =

= | ln |J0sr(t)||
(

ln pk(t)− ln ps(t)

βsr ln |J0sr(t)|
− βsr

γsr
(γk − γs + o(1))

)
при t ↑ ω.

Отсюда в силу выполнения условия (3.2) следует, что выражение, стоящее слева, стремится
к −∞ при t ↑ ω и поэтому

lim
t↑ω

pk(t)
∏n−1

j=0
ϕkj(zj(t))

ps(t)
∏n−1

j=0
ϕsj(zj(t))

 = 0 при всех k ∈ {1, . . . , l} \ {s}.

Аналогично, с использованием условия (3.3) устанавливаем, что

lim
t↑ω

pk(t)
∏n−1

j=0
ϕkj(zj(t))

pr(t)
∏n−1

j=0
ϕrj(zj(t))

 = 0 при всех k ∈ {l + 1, . . . ,m} \ {r}.

В силу этих предельных соотношений∑l

k=1
αkpk

∏n−1

j=0
ϕkj (zj(t))∑m

k=l+1
αkpk(t)

∏n−1

j=0
ϕkj (zj(t))

=
αsps(t)

∏n−1

j=0
ϕsj(zj(t))

αrpr(t)
∏n−1

j=0
ϕrj(zj(t))

[1 + o(1)] при t ↑ ω, (3.4)

т. е. имеет место асимптотическое соотношение (2.3), в котором

α0 = αsαr, p(t) =
ps(t)

pr(t)
, ϕj(zj(t)) =

ϕsj(zj(t))

ϕrj(zj(t)
, j = 0, 1, . . . , n− 1,

причем здесь ϕj — непрерывная правильно меняющаяся при zj → Yj функция порядка
σj = σsj − σrj и ее медленно меняющаяся составляющая Lj равна отношению медленно
меняющихся составляющих Lsj и Lrj функций ϕsj и ϕrj .

Следовательно, правая часть уравнения (3.1) удовлетворяет условию (RN)1. Поэтому в
случае, когда при некоторых s ∈ {1, . . . , l}, r ∈ {l + 1, . . . ,m} выполняются условия (3.2),
(3.3) и отлична от нуля постоянная γ = γsr, для уравнения (3.1) справедливы утверждения
теорем 2.1 и 2.2 о существовании и асимптотике Pω(Y0, Y1, . . . , Yn−1, 1)-решений с заменой
в этих утверждениях постоянных α0, σj , j = 0, 1, . . . , n − 1, и функций p, ϕj , Lj , j =
= 0, 1, . . . , n− 1, на указанные выше постоянные и функции.
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4. Выводы. В настоящей статье для дифференциального уравнения (1.1) при выпол-
нении условия RN1 получены необходимые и достаточные условия существования Pω(Y0,
Y1, . . . , Yn−1, 1)-решений, которые являются быстро меняющимися вместе с производными
до порядка n − 1 функциями при t ↑ ω, а также установлены асимптотические при t ↑ ω
представления для таких решений и их производных до порядка n−1 включительно. Полу-
ченные результаты проиллюстрированы на примере класса дифференциальных уравнений
n-го порядка вида (3.1).
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