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We find new properties of solutions of the functional-differential equation with a linearly transformed
argument.

Встановлено новi властивостi розв’язкiв диференцiально-функцiонального рiвняння з лiнiйно пе-
ретвореним аргументом.

В данной работе рассматривается обобщенное уравнение пантографа

x′(t) = ax(t) + bx(qt) + cx′(qt) + f(t), (1)

где Re a = 0, a 6= 0, {b, c} ⊂ C, 0 < q < 1. При c = 0, f(t) ≡ 0 это уравнение иссле-
довалось в [1 – 8], в случае c 6= 0, f(t) ≡ 0 — в [9 – 11]. Нелинейное дифференциальное
уравнение с линейным запаздыванием нейтрального типа впервые рассмотрено в работе
[12], где описан класс автомодельных потенциалов в уравнении Шредингера и частично
изучены собственные функции операторов симметрии, называемые когерентными состоя-
ниями. Некоторые из этих когерентных состояний (например, состояния Юрке –Столера)
имеют практическое применение. Это нелинейное уравнение в окрестности постоянных
решений изучено в [10]. Дифференциально-функциональные уравнения нейтрального ти-
па с линейным отклонением аргумента и особенностью при производной рассмотрены
в большом цикле работ (см. [13 – 17] и цитированную в них литературу). Неоднородное
уравнение (1) изучалось при c = 0 в [18, 19], при c 6= 0 — в [20]. Несмотря на то, что
такие уравнения имеют широкие приложения в различных областях науки и техники, мно-
гие вопросы теории дифференциально-функционального уравнения (1) изучены мало. Это
прежде всего касается асимптотического поведения решений этого уравнения в окрест-
ности особой точки t = +∞. В силу этого основной целью настоящей статьи является
дополнение результатов [20] для случая Re a = 0, a 6= 0.

В дальнейшем числа Mj — неотрицательные постоянные, а символы O(. . .) нужно
понимать при t→ +∞.

В дальнейшем понадобится следующая лемма.
Лемма 1 [19]. Пусть:
1) µ < 0, γ > 0 и l — комплексное число такое, что |l| = eγµ;

2) W (s) — решение разностного уравнения

W (s)− lW (s+ µ) = G(s),
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где G(s) — непрерывная функция такая, что

|G(s)| ≤M1e
−βs, s ≥ s0,

для некоторых положительных величин β, s0, и |W (s)| ≤M2 для s ∈ [s0 + µ, s0].
Тогда:
I) |W (s)| ≤M3e

−γs, s ≥ s0, если γ < β;
II) |W (s)| ≤M3se

−γs, s ≥ s0, если γ = β;
III) |W (s)| ≤M3e

−βs, s ≥ s0, если γ > β.
Фундаментальное решение G(t, t0) является единственным непрерывным решением

начальной задачи

x′(t) = ax(t) + bx(qt) + cx′(qt), (2)

x(t) =

{
0, 0 < t < t0,

1, t = t0.
(3)

Основываясь на представлении решений уравнения (2) рядами Дирихле в [21], будем
искать решение задачи (2), (3) в форме

G(t, t0) =

n∑
k=0

k∑
l=0

Dk,le
q−la(qkt−t0), t ∈

[
q−nt0, q

−n−1t0
]
, n = 0, 1, . . . . (4)

Так как G (t, t0) = ea(t−t0) для t ∈
[
t0, q

−1t0
]
, имеем D0,0 = 1. Применяя метод шагов

к начальной задаче (2), (3), для коэффициентов в формуле (4) получаем рекуррентные
соотношения

aDk,k −Dk,ka = 0,

aDk,l − qk−laDk,l = −bDk−1,l − qk−l−1acDk−1,l, l = 0, 1, . . . , k − 1,

и условие непрерывности функции G(t, t0) в точках t = q−kt0 :

Dk,k = −
k−1∑
l=0

Dk,l, k = 1, 2, . . . .

Теорема 1 [18]. Если a 6= 0, то фундаментальное решение имеет представление

G(t, t0) =
n∑
k=0

k∑
l=0

(−1)k−l
k−l∏
j=1

a−1b+ qk−l−jc

1− qj

 l∏
j=1

c+ ql−ja−1b

1− qj

 eq
−la(qkt−t0),

t ∈
[
q−nt0, q

−n−1t0
]
, n = 0, 1, . . . .

(5)

Пример. Пусть a−1b = −1, c = 1. Тогда для t ∈
[
q−nt0, q

−n−1t0
]
, n = 0, 1, . . . , получаем

фундаментальное решение уравнения

x′(t) = ax(t)− ax(qt) + x′(qt)

в виде

G(t, t0) = ea(t−t0).
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Это уравнение имеет частное решение x1(t) ≡ 1. Данный пример показывает сложно-
сти, возникающие при выводе аналога формулы вариации произвольных постоянных на
основе непрерывного фундаментального решения G (t, t0) .

Формула вариации произвольных постоянных для уравнения (1), где f ∈ C(0,+∞),
имеет вид

x(t; t0, ϕ, f) = ϕ(t0)Y (t, t0) +

q−1t0∫
t0

(
bϕ(qs) + cϕ′(qs)

) +∞∑
l=0

(
c

q

)l
Y
(
qlt, s

)
ds+

+

t∫
t0

(
f(s)− ϕ(t0)c

(
q−1 − 1

)
Y ′(qs, t0)

) +∞∑
l=0

(
c

q

)l
Y
(
qlt, s

)
ds, (6)

где Y (t, t0) — непрерывное фундаментальное решение начальной задачи (3) и

x′(t) = ax(t) + bx(qt) +
c

q
x′(qt), t ≥ t0 > 0.

Чтобы в этом убедиться, необходимо учесть тождества

Y ′(t, t0) = a
+∞∑
l=0

(
c

q

)l
Y
(
qlt, t0

)
+ b

+∞∑
l=0

(
c

q

)l
Y
(
ql+1t, t0

)
,

d

dt

(
Y (t, t0)−

c

q2
Y (qt, t0)

)
= Y ′(t, t0)−

c

q
Y ′(qt, t0) = aY (t, t0) + bY (qt, t0).

Тогда, дифференцируя равенство

x(t)− c

q
x(qt) = ϕ(t0)

(
Y (t, t0)−

c

q2
Y (qt, t0)

)
+ ϕ(t0)

c

q

(
1

q
− 1

)
Y (qt, t0)+

+

q−1t0∫
t0

(
bϕ(qs) + cϕ′(qs)

)
Y (t, s)ds+

+

t∫
t0

(
f(s)− ϕ(t0)c

(
q−1 − 1

)
Y ′(qs, t0)

)
Y (t, s)ds

при t ≥ q−1t0, t 6= q−kt0, k = 1, 2, . . . , получаем

d

dt

(
x(t)− c

q
x(qt)

)
= ax(t) + bx(qt) + f(t).

На отрезке t ∈
[
t0, q

−1t0
]
выполняется равенство

x(t) = ϕ(t0)e
a(t−t0) +

t∫
t0

ea(t−s)
(
bϕ(qs) + cϕ′(qs) + f(s)

)
ds,
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т. е. функция x(t; t0, ϕ, f) является непрерывным решением уравнения (1) для t ≥ q−1t0,
t 6= q−kt0, k = 1, 2, . . . , и совпадает с решением начальной задачи (1), x(t) = ϕ(t), t ∈
∈ [qt0, t0], ϕ ∈ C1[qt0, t0] на отрезке t ∈

[
t0, q

−1t0
]
, а значит, и на всей полуоси t ≥ t0.

В случае q > 1 формула (6) выполняется со следующими изменениями: функция
Y (t, t0) — это непрерывное фундаментальное решение начальной задачи

x′(t) = ax(t) + bx(qt) +
c

q
x′(qt), 0 < t ≤ t0,

x(t) =

{
0, t > t0,

1, t = t0,

в равенстве (5) независимая переменная t принадлежит отрезку
[
q−n−1t0, q

−nt0
]
.

При условии ϕ(t0) = 0 формула вариации произвольных постоянных (6) приобретает
более упрощенный вид. Это условие можно выполнить, если построить решение уравне-
ния (2), которое в точке t = t0 будет принимать значение 1; обозначим его символом x0(t).

Тогда разность y(t) df=x(t; t0, ϕ, f) − ϕ(t0)x0(t) будет решением неоднородного уравнения,
которое обнуляется в точке t = t0. Поэтому для него выполняется тождество

y(t) = x(t; t0, y, f) =

q−1t0∫
t0

(
by(qs) + cy′(qs)

) +∞∑
l=0

(
c

q

)l
Y
(
qlt, s

)
ds+

+

t∫
t0

f(s)

+∞∑
l=0

(
c

q

)l
Y
(
qlt, s

)
ds. (7)

Производная x(p)(t) решения уравнения (2) является в свою очередь решением урав-
нения

z′(t) = az(t) + bqpz(qt) + cqpz′(qt), (8)

которое также имеет почти периодическое решение

hp(t) = eat +

+∞∑
n=1

(−1)n
(b+ ac)(b+ acq) . . .

(
b+ acqn−1

)
an(1− q) (1− q2) . . . (1− qn)

qpn eaq
nt,

если |b|qp < |a|. Процесс интегрирования решений уравнения (2) и, в частности, решения
hp(t) в случае c = 0 детально изучен в [5]. Свойства функции h(x) из [5] сохраняются
и в случае c 6= 0. Как и в работе [5], для всех значений параметра p ≥ 0 решение hp(t),
полученное, возможно, в результате интегрирования решения (ряда) hp1(t), где p1 —
достаточно большое целое число, будем обозначать одним и тем же символом.

Теорема 2. Если выполняются условия:
1) коэффициенты уравнения (1) такие, что Re a = 0, abc 6= 0;

2) величина v1 ∈ C определяется из равенства a+ bqv1 = 0, v0
df
=Re v1;

3) функция f(t) ∈ Cj [1,+∞) и f (m)(t) = O (tα−m) , t → +∞, α ∈ R, m = 0, j, где
параметр j ∈ N

⋃
{0} полагаем достаточно большим, чтобы удовлетворять дальнейшим

рассуждениям в доказательстве теоремы;
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4) выполняется неравенство max{v0, α} ≥ 1.

Тогда для каждого достаточно гладкого решения x(t) уравнения (1) существует постоян-
ная L такая, что выполняются оценки:

I) если α < v0, то x(t)− Lh0(t) = O (tv0) ;

II) если α = v0, то x(t)− Lh0(t) = O (tv0 ln t) ;

III) если α > v0, то x(t)− Lh0(t) = O (tα) .

Доказательство. Формула вариации произвольных постоянных (6) для уравнения

z′(t) = az(t) + bqpz(qt) + cqpz′(qt) + f (p)(t) (9)

имеет вид

z
(
t; t0, ϕ, f

(p)
)
= ϕ(t0)Yp(t, t0) +

q−1t0∫
t0

(
bqpϕ(qs) + cqpϕ′(qs)

) +∞∑
l=0

(
cqp

q

)l
Yp

(
qlt, s

)
ds+

+

t∫
t0

(
f (p)(s)− ϕ(t0)cqp

(
q−1 − 1

)
Y ′p(qs, t0)

) +∞∑
l=0

(
cqp

q

)l
Yp

(
qlt, s

)
ds,

(10)

где Yp (t, t0) — непрерывное фундаментальное решение начальной задачи

z′(t) = az(t) + bqpz(qt) +
cqp

q
z′(qt), t ≥ t0 > 0,

z(t) =

{
0, 0 < t < t0,

1, t = t0.

(11)

С помощью тождества (5) на основе формулы непрерывного фундаментального реше-
ния Yp(t, t0) определим функцию

Yp,∞(t, t0)
df
=

+∞∑
k=0

k∑
l=0

(−1)k−l
k−l∏
j=1

a−1bqp + qk−l−jcqp−1

1− qj

×
×

 l∏
j=1

cqp−1 + ql−ja−1bqp

1− qj

 eq
−la(qkt−t0). (12)

Если M1
df
=max

{∣∣a−1bqp∣∣ , ∣∣cqp−1∣∣} < 1, то для достаточно малого ε > 0 выполняется
оценка

|Yp,∞(t, t0)| ≤

+∞∏
j=1

1 + qj−1

1− qj

2
+∞∑
k=0

Mk
1 (k + 1) ≤

+∞∏
j=1

1 + qj−1

1− qj

2

M2

+∞∑
k=0

ek(lnM1+ε). (13)
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Аналогичная оценка имеет место для производной Y ′p,∞(t, t0), поэтому функция Yp,∞(t, t0)
является решением уравнения (11). Отсюда с учетом ограниченности почти периодической
функции в пределе получаем равенство

Y ′p,∞(t, t0) = a
+∞∑
l=0

(
cqp

q

)l
Yp,∞

(
qlt, t0

)
+ bqp

+∞∑
l=0

(
cqp

q

)l
Yp,∞

(
ql+1t, t0

)
. (14)

Определим функцию

g(t; t0, ϕ)
df
=

q−1t0∫
t0

(
bqpϕ(qs) + cqpϕ′(qs)

) +∞∑
l=0

(
cqp

q

)l
Yp,∞

(
qlt, s

)
ds.

Тогда

g (t; t0, ϕ)−
cqp

q
g(qt; t0, ϕ) =

q−1t0∫
t0

(
bqpϕ(qs) + cqpϕ′(qs)

)
Yp,∞(t, s)ds,

и, принимая во внимание (14), получаем

d

dt

(
g(t; t0, ϕ)−

cqp

q
g(qt; t0, ϕ)

)
=

q−1t0∫
t0

(
bqpϕ(qs) + cqpϕ′(qs)

)
Y ′p,∞(t, s)ds =

= ag(t; t0, ϕ) + bqpg(qt; t0, ϕ),

т. е. функция g(t; t0, ϕ) является решением уравнения (8). Учитывая абсолютную и рав-
номерную сходимость соответствующих рядов, с помощью формулы (12) для решения
g(t; t0, ϕ) получаем тождество

g(t; t0, ϕ) =
+∞∑
w=0

(
cqp

q

)w +∞∑
k=0

k∑
l=0

(−1)k−l
k−l∏
j=1

a−1bqp + qk−l−jcqp−1

1− qj

×

×

 l∏
j=1

cqp−1 + ql−ja−1bqp

1− qj

 eaq
k+w−lt

q−1t0∫
t0

(
bqpϕ(qs) + cqpϕ′(qs)

)
e−aq

−lsds.

Поэтому решение g(t; t0, ϕ) уравнения (8) является абсолютно и равномерно сходящимся
рядом из экспонент eaqnt, n ≥ 0, с некоторыми коэффициентами, однозначно определяю-
щимися подстановкой ряда в уравнение. Следовательно, выполняется тождество

g(t; t0, ϕ) = Lp(t0, ϕ)hp(t) (15)

для некоторой постоянной Lp(t0, ϕ).
Предположим, что t0 выбрано таким, что hp(t0) 6= 0. Тогда разность

y(t)
df
= z

(
t; t0, ϕ, f

(p)
)
− ϕ(t0)

hp(t)

hp(t0)
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будет решением уравнения (9), которое обнуляется в точке t = t0. Поэтому согласно
формуле (10) для него выполняется следующее тождество, аналогичное равенству (7):

y(t) = z
(
t; t0, y, f

(p)
)
=

q−1t0∫
t0

(
bqpy(qs) + cqpy′(qs)

) +∞∑
l=0

(
cqp

q

)l
Yp

(
qlt, s

)
ds+

+

t∫
t0

f (p)(s)
+∞∑
l=0

(
cqp

q

)l
Yp

(
qlt, s

)
ds.

Оценим разность двух решений уравнения (8):

q−1t0∫
t0

(
bqpy(qs) + cqpy′(qs)

) +∞∑
l=0

(
cqp

q

)l
Yp

(
qlt, s

)
ds− g (t; t0, y) =

=

q−1t0∫
t0

(
bqpy(qs) + cqpy′(qs)

) +∞∑
l=0

(
cqp

q

)l (
Yp

(
qlt, s

)
− Yp,∞

(
qlt, s

))
ds.

Предположим, что t ≥ q−1t0 и t ∈
[
q−ns, q−n−1s

]
, n = 0, 1, . . . . Тогда для 0 ≤ l ≤ n

получаем

Yp

(
qlt, s

)
− Yp,∞

(
qlt, s

)
= −

+∞∑
k=n−l+1

k∑
l=0

(−1)k−l
k−l∏
j=1

a−1bqp + qk−l−jcqp−1

1− qj

×
×

 l∏
j=1

cqp−1 + ql−ja−1bqp

1− qj

eq−la(qkt−s).
Отсюда так же, как и при выводе оценки (13), получаем неравенство

∣∣∣Yp (qlt, s)− Yp,∞ (qlt, s)∣∣∣ ≤
+∞∏
j=1

1 + qj−1

1− qj

2

M2

+∞∑
k=n−l+1

ek(lnM1+ε) =M3e
(n−l+1)(lnM1+ε).

Поэтому ряд под знаком интеграла можно оценить следующим образом:∣∣∣∣∣
+∞∑
l=0

(
cqp

q

)l (
Yp

(
qlt, s

)
− Yp,∞

(
qlt, s

))∣∣∣∣∣
≤

n∑
l=0

M l
1M3e

(n−l+1)(lnM1+ε) +

+∞∑
l=n+1

M l
1M4 ≤

≤M3e
(n+1)(lnM1+ε) 1

1− e−ε
+M4e

(n+1) lnM1
1

1−M1
.
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Так как
(
ln q−1

)−1
ln

(
t

q−1 t0

)
≤
(
ln q−1

)−1
ln

(
t

s

)
≤ n+ 1, то оценку ряда можно продол-

жить: ∣∣∣∣∣
+∞∑
l=0

(
cqp

q

)l (
Yp

(
qlt, s

)
− Yp,∞

(
qlt, s

))∣∣∣∣∣ ≤M5t
lnM1+ε

ln q−1 .

Тогда∣∣∣∣∣∣∣
q−1t0∫
t0

(
bqpy(qs) + cqpy′(qs)

) +∞∑
l=0

(
cqp

q

)l
Yp

(
qlt, s

)
ds− g(t; t0, y)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤M6t
lnM1+ε

ln q−1 , t ≥ t0.

Пусть x(p)(t) = z
(
t; t0, ϕ, f

(p)
)
. Отсюда, принимая во внимание определение функции

y(t) и равенство (15), получаем, что разность решений

µp(t)
df
= y(t)− g(t; t0, y) = z

(
t; t0, ϕ, f

(p)
)
− ϕ(t0)

hp(t)

hp(t0)
− Lp(t0, y)hp(t) =

= x(p)(t)− Lp,hhp(t),

где Lp,h — некоторая константа, будет решением уравнения (9), которое имеет в качестве
первообразной решение

µp−1(t) = x(p−1)(t)− Lp,hhp−1(t)

уравнения

z′(t) = az(t) + bqp−1z(qt) + cqp−1z′(qt) + f (p−1)(t). (16)

Этот процесс можно продолжить и получить зависимость

µ
(j)
0 (t) = µj(t) = x(j)(t)− Lp,hhj(t)

для 0 ≤ j ≤ p. Таким образом,

µ
(p)
0 (t) = µp(t) = O

(
t
max

{
lnM1+ε

ln q−1 ,α−p+1,0
})

.

При этом функция µ(p−1)0 (t) = µp−1(t) является решением уравнения (16):

µ
(p−1)
0 (t) = −a−1bqp−1µ(p−1)0 (qt) + a−1µ

(p)
0 (t)− a−1cqp−1µ(p)0 (qt)− a−1f (p−1)(t) df=

df
=−a−1bqp−1µ(p−1)0 (qt) + g(t).

Сделаем замену переменных µ(p−1)0 (t) = tv∗η(t), где v∗ ≥ max

{
lnM1 + ε

ln q−1
, α− p+ 1, 0

}
и

v∗ >
(
ln q−1

)−1
ln
(∣∣a−1bqp−1∣∣) = v0 − (p− 1) :

η(t) = −a−1bqp−1qv∗η(qt) + t−v∗g(t).
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Так как
∣∣a−1bqp−1qv∗∣∣ < 1 и неоднородность t−v∗f(t) ограничена, то функция η(t) тоже

ограничена. Поэтому

µ
(p−1)
0 (t) = O (tv∗) = O

(
t
max

{
v0−(p−1)+ε, lnM1+ε

ln q−1 ,α−p+1,0
})

.

Повторяя этот процесс, убеждаемся, что

µ
(p−2)
0 (t) = O

(
t
max

{
v0−(p−2)+ε;max

{
v0−(p−1)+ε, lnM1+ε

ln q−1 ,α−p+1,0
}
;α−p+2

})
=

= O

(
t
max

{
v0−(p−2)+ε, lnM1+ε

ln q−1 ,α−p+2,0
})
.

Действуя таким образом несколько раз, получаем

µ
(j)
0 (t) = O

(
t
max

{
v0−j+ε, lnM1+ε

ln q−1 ,α−j,0
})
, 0 ≤ j ≤ p− 1.

Предположим, что выполняется неравенство max {v0 − 1, α− 1, 0} > lnM1

ln q−1
. Тогда при

достаточно малом ε > 0 получаем оценки

µ0(t) = O
(
tmax{v0+ε,α,0}

)
= O

(
tmax{v0−1,α−1,0}+ε+1

)
,

µ
(1)
0 (t) = O

(
tmax{v0−1+ε,α−1,0}

)
= O

(
tmax{v0−1,α−1,0}+ε

)
.

По условию теоремы max {v0, α} ≥ 1, а значит,

µ0(t) = O
(
tmax{v0,α}+ε

)
, µ

(1)
0 (t) = O

(
tmax{v0,α}+ε−1

)
.

Определим для краткости h df
=max {v0, α}+ε, µ = ln q и сделаем в уравнении (1) замену

переменных t = es, W (s) = t−hµ0(t). Тогда µ0(t) = ehsW (s) и

W (s)−
(
bqh

−a

)
W (s+ µ) =

= a−1
(
hW (s) +W ′(s)− c

{
hehµW (s+ µ) + ehµW ′(s+ µ)

}
e−µ
)
e−s − a−1e−hsf (es) .

Поскольку W (s) = t−hµ0(t) = e−hsµ0 (e
s) = O (1), s → +∞, то W ′(s) = −he−hsµ0 (es) +

+ e−hsµ′0 (e
s) es = O (1), s→ +∞. Пусть l df= bqh

−a
и

G(s)
df
= a−1

(
hW (s) +W ′(s)− c

{
hehµW (s+ µ) + ehµW ′(s+ µ)

}
e−µ
)
e−s − a−1e−hsf (es).

Тогда имеем равенство
W (s)− lW (s+ µ) = G(s),

где

|l| =
∣∣∣∣bqh−a

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ bqhbqv0

∣∣∣∣ = qh−v0 = e(h−v0)µ, |G(s)| ≤M8e
−s +M9e

(α−h)s, s ≥ s0 > 0.

Дальнейшие рассуждения доказательства теоремы дословно повторяют результаты из [19].
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Случай I: α < v0. Если v0 < α + 1, то выберем h таким, что v0 < h < α + 1. Тогда
|G(s)| ≤ (M8+M9)e

(α−h)s, s ≥ s0. Определим γ
df
=h−v0, β

df
=h−α. Тогда γ < β. Из леммы

получаем |W (s)| ≤M10e
(v0−h)s, s ≥ s0, т. е. µ0(t) = ehsW (s) = O (tv0) .

Если v0 ≥ α + 1, то выберем h = v0 +
1

2
. Тогда |G(s)| ≤ (M8 + M9)e

−s, s ≥ s0.

Определим γ
df
=h − v0, β

df
=1. Тогда γ < β. Из леммы получаем |W (s)| ≤ M11e

(v0−h)s,
s ≥ s0, т. е. µ0(t) = O (tv0) .

Случай II: α = v0. Выберем h = v0 +
1

2
. Тогда |G(s)| ≤ (M8 +M9)e

(α−h)s, s ≥ s0. Из
леммы получаем |W (s)| ≤M12se

(v0−h)s, s ≥ s0, т. е. µ0(t) = O (tv0 ln t) .

Случай III: α > v0. Выберем h = α +
1

2
. Тогда |G(s)| ≤ (M8 +M9)e

(α−h)s, s ≥ s0, и

γ
df
=h−v0 > β

df
=h−α. Из леммы получаем |W (s)| ≤M13e

(α−h)s, s ≥ s0, т. е. µ0(t) = O (tα) .

Теорема 2 доказана.
Примененный в данной статье метод для исследования дифференциальных уравне-

ний с линейным отклонением аргумента через фундаментальное решение с небольшими
неточностями был впервые предложен в работе [18]. К сожалению, его нельзя обобщить
на системы таких уравнений без дополнительных, весьма ограничивающих, условий ком-
мутируемости матриц.
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