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We consider the Tribin-function and its generalization based on the Q∗
s -representation of real numbers,

which is an s-symbol encoding of numbers and, generally speaking, a non-self-similar generalization of
an s-adic representation. By definition, the function f associates the number x = ∆

Q∗
s

α1α2...αn..., where
αn ∈ L ≡ As × As × . . . × As × . . . and As = {0, 1, . . . , s − 1} is an alphabet, s ≥ 3, with the number
y = f(x) = ∆

G∗
2

γ1γ2...γn...,

γ1 =

{
0 for α1 = 0,

1 for α1 6= 0,
γn+1 =

{
γn for αn+1 = αn,

1− γn for αn+1 6= αn,

where the G∗
2 -representation of numbers has the two-symbol alphabet A2 = {0, 1}. We prove that the

function f is well-defined, continuous, and nowhere monotonic. Its variational properties are also studied.

Розглядається Трибiн-функцiя i її узагальнення, яке ґрунтується на Q∗
s -зображеннi дiйсних чисел,

що є s-символьним кодуванням чисел i, взагалi кажучи, несамоподiбним узагальненням s-кового
зображення. А саме: числу x = ∆

Q∗
s

α1α2...αn..., де (αn) ∈ L ≡ As × As × . . . × As × . . . , As =

= {0, 1, . . . , s−1}—алфавiт, s ≥ 3, функцiя f ставить у вiдповiднiсть число y = f(x) = ∆
G∗

2
γ1γ2...γn...,

γ1 =

{
0, якщо α1 = 0,

1, якщо α1 6= 0,
γn+1 =

{
γn, якщо αn+1 = αn,

1− γn, якщо αn+1 6= αn,

де алфавiт A2 = {0; 1}, G∗
2 -зображення чисел є двосимвольним. Обґрунтовується коректнiсть

означення функцiї f, її неперервнiсть, нiде не монотоннiсть, варiацiйнi властивостi.

Вступ. Сьогоднi в математицi наявнi ефективнi засоби для ґрунтовного вивчення неперерв-
них функцiй, якi мають складнi локальнi властивостi (структурнi, варiацiйнi, iнтегрально-
диференцiальнi тощо). До таких, у першу чергу, ми вiдносимо нiде не монотоннi та не-
диференцiйовнi функцiї [1 – 6], звивистi функцiї [7], сингулярнi функцiї [8, 9], функцiї
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канторiвського типу, якi не мають промiжкiв монотонностi за виключенням промiжкiв
сталостi [10], тощо. Їхнi множини рiвнiв та рiзного роду особливостей мають нетривi-
альнi тополого-метричнi i фрактальнi властивостi. Цi знаряддя забезпечують рiзнi систе-
ми кодування (зображення) дiйсних чисел з розвинутою геометрiєю зображень, метри-
чною та ймовiрнiсною теорiями чисел [11, 12], а також теорiя фракталiв, що ґрунтує-
ться на iдеях самоподiбностi, самоафiнностi, автомодельностi та структурної подiбностi.
В останнiй час намiтилася загальна схема дослiдження їхнiх властивостей, яка включає
аналiз множин рiвнiв i вивчення розподiлiв значень функцiї при заданому розподiлi ар-
гументу.

У данiй роботi ми узагальнюємо конструкцiю класу неперервних нiде не диференцiйов-
них функцiй [13, 14], якому належать ранiше введенi i частково вивченi функцiї Буша [15],
Вундерлiха [16], Трибiн-функцiя [17 – 19]. Для цього ми використовуємо Q∗s -зображення
чисел, що є несамоподiбним узагальненням класичного s-кового зображення i його само-
подiбного узагальнення — Qs -зображення.

2. Q∗
s -зображення та його властивостi. Нехай 1 < s — фiксоване натуральне число,

As ≡ {0, 1, 2, . . . , s− 1} — алфавiт, L ≡ As ×As × . . .×As × . . . — простiр послiдовностей
елементiв алфавiту,

Q∗s = ‖qik‖ =


q01 q02 . . . q0k . . .

q11 q12 . . . q1k . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

qs−1,1 qs−1,2 . . . qs−1,k . . .


— задана нескiнченна матриця з додатними елементами, яка має такi властивостi:

1) qik > 0, q0k + q1k + . . .+ qs−1,k = 1 ∀k ∈ N (стохастичнiсть);
2)
∏∞

k=1
max{q0k, q1k, . . . , qs−1,k} = 0 (неперервнiсть).

Покладемо β0k ≡ 0, βik ≡ q0k + q1k + . . .+ qi−1,k = βi−1,k + qi−1,k, i = 1, s− 1.

Вiдома теорема [9, 14] стверджує, що для будь-якого x ∈ [0; 1] iснує така послiдовнiсть
(αk) ∈ L, що

x = βα11 +
∞∑
k=2

βαkk

k−1∏
j=1

qαjj

 ≡ ∆Q∗
s

α1α2...αk...
. (1)

Останнiй символiчний (скорочений) запис ∆
Q∗

s
α1α2...αk... називається Q∗s -зображенням числа

x i вiдповiдного йому ряду (1) [9]. При цьому αk = αk(x) називається k -ю цифрою даного
зображення числа x.

Зауважимо, що однiєю з задач, яка приводить до Q∗s -зображення, є задача про вираз
функцiї розподiлу випадкової величини ξ, цифри ξn s-кового зображення ∆s

ξ1ξ2...ξn...
якої

є незалежними випадковими величинами, що набувають значення 0, 1, 2, . . . , s − 1 з iмо-
вiрностями q0n, q1n, q2n, . . . , qs−1,n вiдповiдно. Як окремий об’єкт розгляду Q∗s -зображення
введено в роботi [20].
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Якщо всi стовпцi матрицi ‖qik‖ однаковi, тобто qik = qi для будь-якого k ∈ N, то
Q∗s -зображення називається Qs -зображенням. Якщо, крiм цього, qi =

1

s
для всiх i ∈ As,

то Qs -зображення числа називається s-ковим (для s = 10 — десятковим, для s = 2 —
двiйковим). Геометрiя цих зображень (геометричний змiст цифр, властивостi цилiндрiв,
метричнi вiдношення тощо) є добре вивченою [9]. Вiдомо, що числа злiченної пiдмножини
вiдрiзка [0;1] мають два рiзнi Q∗s -зображення, їх називають Q∗s -рацiональними (це числа
з зображеннями ∆

Q∗
s

c1c2...cmcm+1(0) = ∆
Q∗

s

c1c2...cm[cm+1−1](s−2) ), решта чисел мають єдине Q∗s -
зображення i називаються Q∗s -iррацiональними.

Множина всiх чисел x ∈ [0; 1], якi мають Q∗s -зображення з першими цифрами c1, c2, . . .
. . . , cm вiдповiдно, називається цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm i позначається через
∆
Q∗

s
c1c2...cm . Очевидною є рiвнiсть

∆Q∗
s

c1c2...cm = ∆
Q∗

s
c1c2...cm0 ∪∆

Q∗
s

c1c2...cm1 ∪ . . . ∪∆
Q∗

s

c1c2...cm[s−1].

Цилiндр ∆
Q∗

s
c1c2...cm є вiдрiзком з кiнцями A i B, де

A = βc11 +
m∑
k=2

βckk k−1∏
j=1

qcjj

, B = A+
m∏
j=1

qcjj .

А тому ∣∣∣∆Q∗
s

c1c2...cm

∣∣∣ =
∏m

j=1
qcjj i

∣∣∣∆Q∗
s

c1c2...cmi

∣∣∣ = qi,m+1

∣∣∣∆Q∗
s

c1c2...cm

∣∣∣ .
Остання рiвнiсть називається основнимметричним вiдношенням. Вона вiдiграє важливу роль
у метричнiй та ергодичнiй теорiях дiйсних чисел у даному зображеннi.

Два цилiндри одного рангу спiвпадають або не перекриваються. Бiльш того,

max ∆
Q∗

s
c1...cmi

= min ∆
Q∗

s

c1...cm[i+1].

Для будь-якої послiдовностi (cn) ∈ L виконується рiвнiсть
∞⋂
m=1

∆Q∗
s

c1c2...cm = ∆Q∗
s

c1c2...cm... ≡ x ∈ [0; 1].

Зауважимо, що коли s = 2, тодi q1k = 1 − q0k, i це вiдображає специфiку випадку
s = 2 i принципову вiдмiннiсть його вiд iнших. Лише в цьому випадку цифри є не тiльки
символами (значками) зображення числа, а й числом, оскiльки βαkk = αkq[1−αk]k. Такi
зображення заслуговують окремої уваги, ми позначаємо їх через G∗2.

3. Лiвостороннiй оператор зсуву цифр зображення. Лiвостороннiй оператор зсуву (ЛОЗ)
цифр Q∗s -зображення чисел (1) визначається рiвнiстю

ω(x) = ω
(

∆
Q∗

s

α1(x)α2(x)...αn(x)...

)
= ∆

Q∗
s

α2(x)α2(x)...αn(x)....

Зрозумiло,що лiвостороннiй оператор зсуву є коректно означеноюфункцiєюна промiж-
ку 〈0; 1〉 лише пiсля домовленостi використовувати тiльки одне з двох iснуючих зображень
Q∗s -рацiональних чисел, а саме: зображення, що має перiод (0).

Нагадаємо, що зображення (кодування) називається самоподiбним, якщо ЛОЗ є лiнiй-
ною функцiєю на кожному з цилiндрiв 1-го рангу.
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Лема 1. Якщо Q∗s -зображення є Qs -зображенням, то функцiя ω аналiтично подається

у виглядi ω(x) =
1

qα1(x)
x−

βα1(x)

qα1(x)
i є лiнiйною функцiєю на кожному з цилiндрiв 1-го рангу, а

саме:

ω(x) =



1

q0
x, якщо x ∈ ∆Qs

0 ,

1

q1
x− q0

q1
, якщо x ∈ ∆Qs

1 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1

qs−1
x− βs−1

qs−1
, якщо x ∈ ∆Qs

s−1.

Дане твердження є наслiдком рiвностей

x = ∆Qs

α1(x)α2(x)...αn(x)... = βα1 + qα1

βα2 +

∞∑
k=3

βαk

k−1∏
j=2

qαj

 = βα1 + qα1ω(x).

Лему 1 доведено.
Якщо покласти ωn(x) ≡ ω

(
ωn−1(x)

)
, то

ωn(x) = ωn
(

∆Qs

α1(x)α2(x)...αn(x)...

)
=
x

P
− b

P
,

де

P =

n∏
j=1

qαj , b = βα1 +

n∑
k=2

βαk

k−1∏
j=1

qαj

 .

Нагадаємо, що оператор лiвостороннього зсуву цифр для рiзних систем зображення
чисел вiдiграє важливу роль в ергодичнiй, метричнiй та ймовiрнiснiй теорiях чисел. Так,
задача про мiру Лебега множини

En(x) = {t : ωn(t) < x}

i її асимптотичну поведiнку булафактично першою задачеюметричної теорiї елементарних
ланцюгових дробiв. Вона була сформульована Гаусом i розв’язана Р. О. Кузьмiним (сьогоднi
називається задачею Гауса –Кузьмiна) [21, 22]. Для ланцюгових дробiв маємо

lim
n→∞

En(x) =
lg(1 + x)

lg 2
.

Теорема 1. Якщо Q∗s -зображення є Qs -зображенням, то iнварiантною мiрою оператора
лiвостороннього зсуву цифр зображення є мiра, що вiдповiдає розподiлу випадкової величини
з незалежними однаково розподiленими Qs -цифрами.

Доведення. Розглянемо випадкову величину ξ = ∆Qs

ξ1ξ2...ξn...
, де (ξn) — послiдовнiсть

незалежних однаково розподiлених випадкових величин, якi набувають значень 0, 1, . . .
. . . , s− 1 з iмовiрностями p0, p1, . . . , ps−1 вiдповiдно.

Оскiльки будь-яку борелiвську пiдмножину вiдрiзка [0; 1] можна як завгодно точно
наближати Qs -цилiндрами (а саме: їхнiм об’єднанням), то для доведення теореми досить
показати, що

P
(
ω−1

(
∆Qs
α1α2...αm

))
= P

(
∆Qs
α1α2...αm

)
.
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Але

P
(
ω−1

(
∆Qs
α1α2...αm

))
= P

(
s−1⋃
i=0

∆Qs

iα1α2...αm

)
=

s−1∑
i=0

P
(

∆Qs

iα1α2...αm

)
=

s−1∑
i=0

pi m∏
j=1

pαj

 =

= (p0 + p1 + . . .+ ps−1)

m∏
j=1

pαj =

m∏
j=1

pαj = P
(
∆Qs
α1α2...αm

)
,

а це й треба було довести.
Зауваження 1. Для Q∗s -зображення числа x = ∆

Q∗
s

α1α2...αn... введемо позначення

Pm(x) ≡
m∏
j=1

qαj(x)j , (2)

Am(x) = βα1(x)1 +

m∑
k=2

βαk(x)k

k−1∏
j=1

qαj(x)j

 = βα1(x)1 +

m∑
k=2

(
βαk(x)kPk−1(x)

)
. (3)

Тодi для будь-якого m ∈ N виконується рiвнiсть

x = Am(x) + Pm(x) · ωm(x),

де ωm(x) = ω
(
ωm−1(x)

)
.

Аналогiчно для G∗2 -зображення числа y маємо y = Am(y) + Pm(y) · ωm(y).
Правостороннiм оператором зсуву цифр Q∗s -зображення чисел iз параметром i назива-

ється функцiя, означена рiвнiстю

δi(x) = δi

(
∆
Q∗

s

α1(x)α2(x)...αn(x)...

)
= ∆

Q∗
s

iα1(x)α2(x)...αn(x)....

При Q∗s = Qs функцiя δi(x) має аналiтичний вираз

δi(x) = βi + qix.

Справдi,

δi
(
∆Qs
α1α2...αn...

)
= βi + qi

βα1 +

∞∑
k=2

βαk

k−1∏
j=1

qαj

 = βi + qix.

Очевидними є рiвностi ω(δi(x)) = x i δα1(x)(ω(x)) = x.

Зауважимо, що рiвняння δi(x) = ω(x) має s розв’язкiв: x(i)
j = ∆

Q∗
s

(ji), де i ∈ As, j ∈ As,
тому функцiї

f1(x) =

ω(x), якщо x ≤ x(s−1)
0 ,

δs−1(x), якщо x ≥ x(s−1)
0 ,

f2(x) =

δ0(x), якщо x ≤ x(0)
s−1,

ω(x), якщо x ≥ x(0)
s−1,

є зростаючими перетвореннями пiввiдрiзка [0;1), якi зберiгають хвости Q∗s -зображення
чисел.
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4. Об’єкт дослiдження. Нехай маємо два Q∗s -зображення чисел, перше s-символьне
(s ≥ 3), а друге — двосимвольне, а саме: ∆

Q∗
s

α1α2...αn... i ∆
G∗

2
γ1γ2...γn... є зображеннями чи-

сел вiдрiзка [0; 1], якi визначенi нескiнченними стохастичними матрицями ‖qik‖ i ‖gik‖
вiдповiдно, причому остання має два рядки, а перша — s > 2.

Розглядається функцiя f, яка числу x = ∆
Q∗

s
α1α2...αn... ставить у вiдповiднiсть число

y = ∆
G∗

2
γ1γ2...γn... = δγ11 +

∞∑
k=2

δγkk k−1∏
j=1

gγjj

, (4)

де δ0k = 0, δ1k = g0k, δik = g0k + g1k + . . .+ gi−1,k = δi−1,k + gi−1,k, i = 1, s− 1,

γ1 =

0, якщо α1 = 0,

1, якщо α1 6= 0,
γn+1 =

γn, якщо αn+1 = αn,

1− γn, якщо αn+1 6= αn,
n ∈ N. (5)

Коректнiсть означення функцiї є наслiдком того, що значення її виразу для двох рiзних
зображень Q∗s -рацiональної точки рiвнi. А це, власне, є необхiдною умовою її неперервно-
стi, яку доведемо далi.

Очевидно, що мають мiсце рiвностi: f(0) = f
(

∆
Q∗

s

(0)

)
= 0, f

(
∆
Q∗

s

(i)

)
= ∆

G∗
2

(1) = 1 при

i 6= 0, f
(

∆
Qs

∗
(10)

)
= ∆

G∗
2

(10), f
(

∆
Q∗

s

(01)

)
= ∆

G∗
2

(01).

Як виразити цифру γm(y) G∗2 -зображення значення функцiї y = f(x), знаючи набiр
цифр аргументу α1(x), α2(x), . . . , αm(x)?

Введемо лiчильник σm(x) = σm

(
∆
Q∗

s
α1α2...αn...

)
, який означає змiни цифр зображен-

ня, тобто кiлькiсть змiн цифр у Q∗s -зображеннi числа x до m-го мiсця включно: σm =
= #{i : αi 6= αi+1, i = 1,m− 1}. Згiдно з означенням функцiї f виконується рiвнiсть

σm

(
∆Q∗

s
α1α2...αn...

)
= σm

(
f
(

∆Q∗
s

α1α2...αn...

))
= σm

(
∆
G∗

2
γ1γ2...γn...

)
.

Тодi

γm(y) =

1, σm — непарне i γ1 = 0 або σm — парне i γ1 6= 0,

0, σm — парне i γ1 = 0 або σm — непарне i γ1 6= 0.

Справедливе таке твердження.
Лема 2. 1) Образом Q∗s -цилiндра ∆

Q∗
s

α1α2...αm при вiдображеннi f є G∗2 -цилiндр ∆
G∗

2
γ1γ2...γm ,

де γi знаходяться за формулами (5);
2)

max
x∈∆

Q∗
s

c1c2...cm

f(x) =


f
(

∆
Q∗

s

c1c2...cm−1(cm)

)
= ∆

G∗
2

γ1γ2...γm−1(1), якщо γm(y) = 1,

f
(

∆
Q∗

s

c1c2...cm(i)

)
= ∆

G∗
2

γ1γ2...γm−10(1), якщо γm(y) = 0,

де i 6= cm (в останньому випадку максимумiв s− 2);
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3)

min
x∈∆

Q∗
s

c1c2...cm

f(x) =


f
(

∆
Q∗

s

c1c2...cm−1(cm)

)
= ∆

G∗
2

γ1γ2...γm−1(0), якщо γm(y) = 0,

f
(

∆
Q∗

s

c1c2...cm(i)

)
= ∆

G∗
2

γ1γ2...γm−11(0), якщо γm(y) = 1,

де i 6= cm (в останньому випадку мiнiмумiв s− 2).
Наслiдок 1. Коливання ψf функцiї f (рiзницямаксимуму iмiнiмуму) на цилiндрi ∆

Q∗
s

α1α2...αm

дорiвнює довжинi цилiндра ∆
G∗

2
γ1γ2...γm = f(∆

Q∗
s

α1α2...αm), а отже,

ψf

(
∆Q∗

s
α1α2...αm

)
=
∣∣∣∆G∗

2
γ1γ2...γm

∣∣∣ =

m∏
j=1

gγjj .

Лема 3. Кiлькiсть k прообразiв цилiндра ∆
G∗

2
γ1...γm обчислюється за формулою

k = k
(

∆
G∗

2
γ1γ2...γm

)
=

(s− 1)σm , якщо γ1 = 0,

(s− 1)1+σm , якщо γ1 6= 0,
(6)

де σm — кiлькiсть таких j, що γj 6= γj+1, j = 1,m− 1.
Доведення. Скористаємося методом математичної iндукцiї. Очевидно, що прообразом

цилiндра ∆
G∗

2
0 є цилiндр ∆

Q∗
s

0 , а цилiндра ∆
G∗

2
1 — цилiндри ∆

Q∗
s

i , де i = 1, s− 1. Цилiндри
другого рангу мають такi прообрази:

∆
G∗

2
00 — ∆

Q∗
s

00 ,

∆
G∗

2
01 — ∆

Q∗
s

0i , i = 1, s− 1,

∆
G∗

2
10 — ∆

Q∗
s

ij , i = 1, s− 1, j 6= i,

∆
G∗

2
11 — ∆

Q∗
s

ii , i = 1, s− 1.

У всiх розглянутих випадках твердження очевидно виконується. Припустимо, що воно
виконується для m = n. Розглянемо випадок m = n + 1, а саме: цилiндр ∆

G∗
2

γ1γ2...γmγm+1 .

Оскiльки цилiндр ∆
G∗

2
γ1γ2...γm має k прообразiв, де число k обчислюється за формулою (6), то

при γm+1 = γm прообразом цилiндра ∆
G∗

2
γ1γ2...γmγm+1 є кожен цилiндр вигляду ∆

Q∗
s

c1c2...cmcm ,

де f
(

∆
Q∗

s
c1c2...cm

)
= ∆

G∗
2

γ1γ2...γm , тобто km+1 = km. Iншими словами: при γm+1 = γm кожен

прообраз цилiндра ∆
G∗

2
γ1γ2...γm породжує єдиний прообраз цилiндра ∆

G∗
2

γ1γ2...γmγm+1 , а саме:
∆
Q∗

s
c1c2...cmcm , де f

(
∆
Q∗

s
c1c2...cm

)
= ∆

G∗
2

γ1γ2...γm , тому k
(

∆
G∗

2
γ1γ2...γmγm+1

)
= k

(
∆
G∗

2
γ1γ2...γm

)
.

Якщо γm+1 6= γm i f
(

∆
Q∗

s
c1c2...cm

)
= ∆

G∗
2

γ1γ2...γm , то

f
(

∆
Q∗

s
c1c2...cmi

)
= ∆

G∗
2

γ1γ2...γmγm+1 , i 6= cm,

тобто
k
(

∆
G∗

2
γ1γ2...γmγm+1

)
= k

(
∆
G∗

2
γ1γ2...γm

)
(s− 1).

Отже, має мiсце рiвнiсть (6).
Лему 3 доведено.
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Наслiдок 2. Найбiльшу кiлькiсть прообразiв серед цилiндрiв m-го рангу має G∗2 -цилiндр
∆
G∗

2
1010...c, де c = 0, якщо m парне, i c = 1, якщо m непарне.
5. Неперервнiсть функцiї.
Теорема 2. Функцiя f, означена рiвностями (4), (5), є неперервною в кожнiйточцi вiдрiзка

[0; 1].

Доведення. Нехай x0 = ∆
Q∗

s
α1α2...αn... — Q∗s –iррацiональна точка вiдрiзка [0;1]. Тодi

для довiльно вибраного x 6= x0 iснує число m ∈ N таке, що αm+1(x) 6= αm+1(x0), але
αi(x) = αi(x0) при i ≤ m, причому x → x0 тодi i тiльки тодi, коли m → ∞. Оцiнимо
рiзницю

|f(x)− f(x0)| =

 m∏
j=1

gγjj

 |ωm(x)− ωm(x0)| ≤
m∏
j=1

gγjj → 0, m→∞.

Отже, функцiя є неперервною в точцi x0 згiдно з означенням.
Якщо x0 є Q∗s -рацiональною точкою, тобто має два рiзнi Q∗s -зображення:

x0 = ∆
Q∗

s

α1α2...αk−1αk(0) = ∆
Q∗

s

α1α2...αk−1[αk−1](s−1),

то досить повторити попереднi мiркування для двох рiзних випадкiв, коли x → x0 + 0,
використовуючи перше зображення, i x → x0 − 0, використовуючи друге зображення. В
обох випадках lim

x→x0
|f(x) − f(x0)| = 0, що рiвносильне неперервностi функцiї в точцi x0

згiдно з означенням.
6. Нiде не монотоннiсть функцiї.
Теорема 3. Функцiя, визначена рiвностями (4), (5), є нiде не монотонною.
Доведення. Досить показати, що для довiльного цилiндра будь-якого рангу (нехай

∆
Q∗

s
c1c2...cm ) знайдуться три такi точки x1, x2, x3 ∈ ∆

Q∗
s

c1c2...cm , що:
1) x1 < x2 < x3 ;
2) (y2 − y1)(y3 − y2) < 0, де yi = f(xi), i = 1, 2, 3.

Вкажемо цi точки. Для цього розглянемо

x1 = ∆
Q∗

s

c1...cm1(0), x2 = ∆
Q∗

s

c1...cm1(1), x3 = ∆
Q∗

s

c1...cm1(s−1).

Очевидно, що f(x1) = f(x3), оскiльки Am+1(y1) = Am+1(y3), Pm+1(y1) = Pm+1(y3) i
ωm(y1) = ωm(y3), але y1 = f(x1) 6= f(x2) = y2, оскiльки при γm+1(y1) = b, маємо y1 =

= y3 = ∆
G∗

2

γ1...γm(b), а y2 = ∆
G∗

2

γ1...γmb(1−b).

Отже, (y2 − y1)(y3 − y2) < 0, що свiдчить про немонотоннiсть функцiї на цилiндрi.
Оскiльки для довiльного iнтервалу вiдрiзка [0;1] легко вказати цилiндр, який повнiстю
йому належить, то функцiя не має жодного як завгодно малого промiжку монотонностi,
тобто є нiде не монотонною.

7. Варiацiйнi властивостi функцiї.
Теорема 4. При довiльних матрицях Q∗s = ‖qik‖ i G∗2 = ‖gjk‖ функцiя y = f(x), означена

рiвностями (4), (5), є неперервною функцiєю необмеженої варiацiї.
Доведення. Неперервнiсть функцiї f встановлена вище. Оскiльки коливання (тобто

рiзниця максимумiв i мiнiмумiв) функцiї f(x) на цилiндрi дорiвнює довжинi його образу,
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то очевидно, що варiацiя V (f) функцiї f є бiльшою, нiж сумарна довжина Wk образiв усiх
Q∗s -цилiндрiв рангу k для будь-якого k ∈ N, тобто

V (f) > Wk =
s−1∑
α1=0

s−1∑
α2=0

. . .
s−1∑
αk=0

∣∣∣f (∆Q∗
s

α1α2...αk

)∣∣∣ .
Оскiльки iснує лише один G∗2 -цилiндр k -го рангу, а саме: ∆

G∗
2

0...0, що є образом єдиного
Q∗s -цилiндра рангу k, а саме: ∆

Q∗
s

0...0, то

Wk > 2−
∣∣∣f(∆

Q∗
s

0...0)
∣∣∣ = 2−

k∏
i=1

g0i ≡ V1.

Але послiдовнiсть

uk =

k∏
i=1

g0i, k = 1, 2, 3, . . . ,

є строго спадною i нескiнченно малою, тому що:
1) 0 < g0i < 1 для довiльного i ∈ N ;
2) виконується рiвнiсть

∞∏
i=1

max{g0i, g1i} = 0.

Отже, iснує k1 ∈ N таке, що

2−
k1∏
i=1

g0i ≥ 1,5,

коли
k1∏
i=1

g0i < 0,5.

Проведенi мiркування можна детальнiше проiлюструвати на цилiндрах 1-го, 2-го та
3-го рангу. Маємо

W1 = g01 + (s− 1)g11 = 1 + (s− 2)g11 = 2− g01 + (s− 3)g11;

W2 = g01(g02 + (s− 1)g12) + g11

(
g12(s− 1) + g02(s− 1)2

)
=

= g01(1 + (s− 2)g12) + g11(s− 1)(1 + (s− 2)g02) =

= g01 + (s− 2)g01g12 + g11(s− 1) + g11(s− 1)(s− 2)g02 =

= 1 + (s− 2)g01g12 + g11(s− 2) + g11(s− 1)(s− 2)g02;

W3 = 2− g01g02g03 + 2g01g12g03 + 2g11g02g03 + 6g11g02g13 + 2g11g12g03.

Остання рiвнiсть наведена для s = 3 (найбiльш цiкавого випадку).
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Розглядаючи довiльно вибраний Q∗s -цилiндр ∆
Q∗

s
c1c2...ck1

i його образ ∆
G∗

2
d1d2...dk1

, скори-
стаємося тими ж мiркуваннями. Очевидно, що iснує число k2 ∈ N таке, що

s−1∑
αk1+1=0

s−1∑
αk1+2=0

. . .
s−1∑

αk1+k2=0

∣∣∣f(∆Q∗
s

c1...ck1αk1+1...αk1+k2

)∣∣∣ ≥ 3

2

∣∣∣f (∆
Q∗

s
d1d2...dk1

)∣∣∣
з тiєї ж причини (при цьому зауважимо, що може мати єдиний прообраз лише один G∗2 -
цилiндр). Тодi

V (f) > Wk1+k2 ≥
(

3

2

)
Wk1 ≥

(
3

2

)2

.

Аналогiчнi мiркування можна провести стосовно цилiндрiв (k1 + k2)-го рангу та отри-
мати

V (f) > Wk1+k2+k3 ≥
(

3

2

)3

i т. д. Отже, при довiльному n ∈ N маємо

V (f) >

(
3

2

)n
,

що рiвносильне V (f) =∞.
Теорему 4 доведено.
Зауваження 2. Аналогiчними мiркуваннями можна довести, що функцiя f має не-

обмежену варiацiю на будь-якому iнтервалi областi визначення, а це є необхiдною умовою
нiде не диференцiйовностi. В данiй роботi ми не висвiтлювали диференцiальнi властивостi
функцiї.
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