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In the article the method of synthesis of impulsive descriptions of filters is considered with similar fre-
quency descriptions by the pair of operations interpolation/of decimaciya and a program interface specification
is executed in the software environment of Matlab for the synthesis of such filters.
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Вступ
Цифрові фільтри з заданими частотними характеристиками є основним елементом

більшості сучасних систем цифрового зв’язку. Основною операцією їх застосування була і
залишається частотна селекція сигналу на фоні шумів та завад, як від сигналів сусідніх ра-
діотехнічних пристроїв, так і сигналів сусідніх каналів однієї радіотехнічної системи.

Класичними методами формування імпульсної характеристики (ІХ) частотно-
вибіркових фільтрів є:

- поліноміальна апроксимація заданої частотної характеристики ідеального фільт-
ра і виконання оберненого перетворення Фур’є для визначення ІХ з використанням вікна;

- використання частотного коефіцієнта передачі аналогового фільтра-прототипу та
розрахунок на його основі ІХ цифрового фільтра з подальшим обмеження порядку фільтра
з використанням вікна. [1]

Існують і інші алгоритми синтезу фільтрів: у статті [2] запропоновано використання
чисельних методів розв’язку нелінійних рівнянь, у статті [3] – пряме і обернене дискретне
перетворення Фур’є з проміжним перетворення спектру, у роботі [4] – білінійне перетво-
рення аналогового фільтра-прототипу, що створені на основі каскадного або паралельного
з’єднання та інші.

Перелічені методи мають свої переваги та недоліки і, як правило, включають реку-
рентні алгоритми «підгонки» результатів під задане технічне завдання та перетворення
Фур’є, яке потребує операцій з комплексними числами, використання яких обмежує засто-
сування їх в системах де необхідна оперативна зміна характеристик фільтрів (адаптивне
стискання, дискретизація, фільтрація та інші).

1. Постановка задачі
Ставимо завдання визначення імпульсної характеристики фільтра з регульованою

смугою прозорості, створеному на основі фільтра прототипу, з рівними йому значеннями
рівня затухання в смузі затримки, та довжиною перехідної зони.

2. Синтез імпульсних характеристик шляхом інтерполяції та аналіз зміни амп-
літудно-частотних характеристик утворених фільтрів

Нехай )(ty локальна, гладка, симетрична функція, що описує імпульсну характерис-
тику певного фільтра. На основі даної функції був створений дискретний фільтр (фільтр-
прототип), що має відліки ІХ, рівні значенням функції )(ty , взяті з рівномірним дискрет-
ним кроком:

h(n)= y(nΔt1) (1)
де n = 1, 2, 3,…(рис. 1), що відповідають номерам відліків ІХ фільтра-прототипу, Δt1

– крок дискретизації.
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Додатковою умовою є рівність значення центрального відліку ІХ фільтра прототи-
пу, значенню функції )(ty в точці її вісі симетрії.

На рис. 2 зображена амплітудно-частотна характеристика F(ω/ωд) фільтра-
прототипу (суцільною лінією), як функція нормованої частоти.

Розглянемо задачу визначення дискретної ІХ нового фільтра, значення якої рівні
значенням функції )(ty , взятим з рівномірним дискретним кроком Δt2, що більший або
менший за Δt1, на основі ІХ фільтра-прототипу. Обов’язковою умовою залишаємо рівність
значення центрального відліку утвореної ІХ нового фільтра (зі зміщеними відліками), зна-
ченню функції )(ty в точці її вісі симетрії.

Для цього необхідно доповнити ряд значень ІХ фільтра-прототипу додатковими то-
чками (інтерполювати), а потім виконати вибірку вже з новим кроком. Крок дискретизації
функції )(ty при створенні фільтра-прототипу та нового фільтра співвідносяться за форму-
лою:

12 tkt  (2)

де k – коефіцієнт пропорційності між інтервалами дискретизації.
Якщо k дорівнює цілому числу: 1, 2, 3, … то задача визначення нового фільтра ви-

рішується елементарною операцією децимації, але якщо k не є цілим числом, то розраху-
нок можливий лише за використання двох операцій: інтерполяції функцією певного виду та
наступним виконанням децимації.

Виникають додаткові питання: як визначити коефіцієнт інтерполяції і децимації,
адже їх значення в дискретних системах мають бути невід’ємними цілими числами.

Просте рішення – представити значення k у вигляді звичайного дробу, із знаменни-
ком, що визначає коефіцієнт інтерполяції і чисельником – коефіцієнт децимації.

Таким чином формула розрахунку коефіцієнта k приймає вид:

L
Mk  (3)

де L – коефіцієнт інтерполяції, а M – коефіцієнт децимації.
Друге питання – визначити функцію, якою інтерполюватимуться відліки ІХ.
Як відомо з [5], найкращою функцією для інтерполяції є функція sinc(x), що по суті

є ідеальним фільтром нижніх частот, що придушує усі небажані копії, які виникають в
процесі підняття частоти за рахунок доповнення нулями значень між відліками.

Рис. 1. Неперервна ІХ фільтра (неперервна лінія), ІХ дискретного фільтра-прототипу (кружечки)
та ІХ нового фільтра зі зміщеними відліками: k = Δt2/Δt1 = 1,5 (зірочки)

Зміна відстані між відліками ІХ, розглянута вище, відповідає зміні частоти дискре-
тизації (fs = 1/Δt), та в багатьох прикладних задачах частота дискретизації системи має за-
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лишатись постійною. Розглянемо операцію зміни відстані між відліками ІХ, зберігаючи не-
змінною частоту дискретизації.

Нехай ми маємо неперервну функцію )(ty , що описує імпульсну характеристику та
утворений на її основі дискретний фільтр-прототип, шляхом дискретизації з частотою fs.
Виконаємо операцію масштабування функції )(ty у k = 1,5 разу та дискретизацію з тією
самою частотою fs, і порівняємо результати значень з попереднім варіантом (рис. 3а та 3б).

Рис. 2. Амплітудно-частотна характеристика фільтра прототипу (суцільна лінія)
та фільтра з k = 1,5 (пунктирна лінія)

Як видно з рис. 3а, дискретні відліки отриманого фільтра повністю співпали зі зна-
ченнями відліків функції отриманих шляхом суми операцій інтерполяції-децимації (фільт-
ра зі зміщеними відліками), отже, ці методи еквівалентні.

Рис. 3. а) функція y(t) (суцільна лінія); відліки ІХ фільтра прототипу утворені шляхом дискретиза-
ції функції y(t) з частотою fs (кружечки); ІХ нового фільтра з k = 1,5 утвореного на основі фільтра

прототипу (зірочки); масштабована у 1,5 разів функція фільтра прототипу (пунктирна лінія);
б) масштабована у 1,5 разу функція y(t) (суцільна лінія); ІХ фільтра від масштабованої у 1,5 разу

функції y(t) (кружечки); дискретний фільтр зі зміщеними в k = 1,5 відліками
від функції y(t) (плюси)
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Розглянемо зміну амплітудно-частотних характеристик фільтра зі зміщеними відлі-
ками по відношенню до амплітудно-частотної характеристики фільтра-прототипу, вважаю-
чи, що у них на вході діють сигнали з однаковою частотою дискретизації fs.

Рис. 4. Амплітудно-частотні характеристики фільтра-прототипу (суцільна лінія) та зі зміщеними
відліками (пунктирна лінія) при однаковій частоті дискретизації

Результати розрахунків, представлені на рис. 4, підтверджують відоме положення,
що характеристика фільтра, з більш широкою імпульсною характеристикою, має більш ву-
жчу смугу прозорості, і навпаки, чим вужча імпульсна характеристика, тим більша смуга
прозорості.

Для більш детального дослідження зміни амплітудно-частотних характеристик фі-
льтрів було побудовано програмно-графічний інтерфейс у математичному середовищі
Matlab (рис. 5)

Рис. 5. Графічний інтерфейс у програмі Matlab для дослідження характеристик фільтрів,
утворених шляхом зміни відстані між відліками

Інтерфейс дозволяє створювати імпульсні характеристики дискретних фільтрів-
прототипів або використовуючи функцію remez (синтезує нерекурсивний дискретний
фільтр з лінійною ФЧХ за методом Паркса-Маклеллана) [6] з заданими характеристиками
ширини смуги прозорості та придушення із заданими параметрами придушення у відповід-
них смугах та порядку фільтра, або використовуючи утиліту FDATool.

На рис. 6 (верхній), у якості прикладу, зображені сімейства АЧХ, побудовані на ос-
нові прототипом порядку 32 з шириною смуги прозорості 0,15 та затримки 0,25 (у нормо-
ваних по відношенню до частоти дискретизації одиницях) зі значенням придушення у смузі
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прозорості 0, у смузі затримки − 60 дБ. Коефіцієнт k змінювався від 0,5 до 3 з кроком 0,1.
Пунктирною лінією зображена характеристика самого фільтра-прототипу.

Графіки, зображені знизу на рис. 6, відповідають зміні ширини смуги у відносних
одиницях від коефіцієнта k на рівні 3 дБ та 20 дБ.

Як можна побачити, зі збільшенням значення k ширина смуг зменшується, але ін-
тенсивність зменшення уповільнюється з ростом k. Неперервними лініями, що проходять
через точки відліків ширини смуг на рівні 3 та 20 дБ, є функції оберненої пропорційності.

Рис. 6. Сімейство характеристик для різних значень відстані між відліками (зверху)
та залежність зміни ширини смуги на рівні 3 та 20 дБ для різних k (знизу)

З теорії спектрального аналізу відомо, що зі зміною масштабу у часі змінюється і
амплітудно-частотний спектр функції [7]:

)/(1)( 





 Sts (4)

де  − коефіцієнт зміни масштабу; )(ts − часова функція без зміни масштабу часу;

)(


S − спектральна щільність функції без зміни масштабу.
Саме це і спостерігається на графіках (рис. 6).
Розглянемо залежність відносної зміни ширини смуги прозорості на рівні 3 дБ для

різних значень порядку фільтра-прототипу (рис. 7), що визначалась за формулою:

%100
)(
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3
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 (5)

де )(3int kдБ − значення ширини смуги прозорості масштабованої функції на рівні 3
дБ для заданого масштабного коефіцієнта k, дБinit 3 − значення ширини смуги прозорості
на рівні 3 дБ формуючої функції.

Значення коефіцієнта k було вибрано в діапазоні від 0,5 до 3 з кроком 0,1, значення
порядку фільтра-протипу: 16, 100 та 200.
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Рис. 7. Зміна відносної ширини смуги прозорості на рівні 3 дБ від коефіцієнта k
для фільтрів-прототипів порядку 16, 100 та 200

Як видно з графіка, відносна ширина смуги прозорості фільтра зменшується обер-
нено пропорційно зміні масштабу функції у часовій області, як було зазначено вище, зміни
від порядку фільтра практично відсутні, про що свідчать майже співпадаючі графіки.

Розглянемо характер змін відносної ширини смуги прозорості масштабованого фі-
льтра на рівні 3 дБ (розраховується за вже зазначеною формулою) при зміні форми імпуль-
сної характеристики фільтра-прототипу шляхом зміни його ширини смуги прозорості. Ко-
ефіцієнт k змінювався в тих самих межах, що і у попередньому прикладі.

Рис. 8. Зміна відносної ширини смуги прозорості на рівні 3 дБ визначена у відсодках від коефіцієн-
та k для фільтрів порядку 100 при різних смугах прозорості фільтрів-прототипів

(у відносних до частоти дискретизації одиницях)
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Залежність зміни відносної ширини смуги прозорості масштабованого фільтра від
ширини смуги прозорості фільтра-прототипу практично відсутня, що добре видно на рис.
8, де функції майже злились в одну.

Висновки
Отже для задачі швидкої побудови подібних імпульсних характеристик фільтрів з

певного дискретного фільтра-прототипу можна використовувати пару операцій: інтерполя-
ція-децимація. Залежність основних характеристик є достатньо прогнозованою і для кон-
кретної форми імпульсної характеристики та порядка фільтра-прототипу є сталою величи-
ною. Перевагою даного методу є простота реалізації та відсутність повторюваних операцій.
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