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АНАЛІЗ ВПЛИВУ ВІКОННИХ ФУНКЦІЙ НА ТОЧНІСТЬ ОЦІНЮВАННЯ  
КУТОВИХ КООРДИНАТ ДЖЕРЕЛ ВИПРОМІНЮВАННЯ  

ПРИ ПОПЕРЕДНЬОМУ ФОРМУВАННІ ОРТОГОНАЛЬНИХ ПРОМЕНІВ 

У статті наведені чисельні оцінки точності визначення координат джерел радіовипромінювання ме-
тодом Root-MUSІC при здійсненні попередньої обробки сигналів шляхом формування ортогональних проме-
нів в залежності від відношення сигнал/шум, вибору віконних функцій, розташування джерел. Результати 
аналізу можуть бути використані для вдосконалення радіотехнічних систем, що використовують дискре-
тне (швидке) перетворення Фур’є, таких як система радіозв’язку з MIMOOFDM. 
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Вступ 

В сучасних радіотехнічних системах (РТС) пе-
редавання інформації та в вимірювальних РТС для 
опису, аналізу та перетворення повідомлень і сигна-
лів широко застосовується геометричне подання, 
при якому сигнали розглядаються як елементи де-
якого простору. Математичною основою для цього є 
функціональний аналіз [1].  

Поняття проcторів, базису, норми, метрики, до-
зволяють формалізувати процеси, пов’язані з пере-
даванням та прийманням сигналів в РТС [1–3]. 

Сучасні методи обробки сигналів та полів в 
РТС використовують розкладення простору подання 
сигналів на ортогональні підпростори. Розкладення 
сигналів (полів) можливе в базисі власних векторів 
(ВВ) кореляційної матриці (КМ) спостережень (або 
сингулярних векторів матриці спостережень) чи в 
інших базисах, які можуть бути ортогоналізовані по 
методу Грама-Шмідта [1; 3]. 

Власні значення (ВЗ) та ВВ КМ спостережень 
отримують у результаті її спектрального розкладен-
ня та використовуються при реалізації сучасних ме-
тодів спектрального аналізу (СА) [1–4], обробці зо-
бражень, розпізнаванні образів (розпізнаванні сиг-
налів або зображень), оцінці параметрів складних 
сигналів, в системах радіозв’язку з MIMO (multiple 
input-multiple output  системах, що використовують 
антенну решітку на передавальній та приймальній 
стороні) для променеформування, оцінки зсуву не-
сучої частоти, стану каналу зв’язку, в методах подав-
лення шуму (noise reduction) в спостереженні (SSA  
singular spectrum analysis) та на зображенні, та в ряді 
інших додатків [1–7].  

Прикладами сучасних методів СА є так звані 
власноструктурні методи (eigenstructure methods), 
які також називають методами, основаними на під-

просторах ВВ (subspace-base)  MUSIC, Min-Norm, 
ESPRIT, Root-MUSIC, Root-Min-Norm [1–4].  

СА в РТС з фазованими чи цифровими антен-
ними решітками можливий безпосередньо по вибір-
ках сигналів, отриманих з виходів антенних елемен-
тів та на виході діаграмоутворюючих схем (ДУС). У 
першому випадку обробку сигналів називають об-
робкою в просторі елементів (elementspace), у дру-
гому – у просторі променів  (beamspace) [1; 7–8]. 

Обробка в просторі променів є одним з прикла-
дів попередньої обробки сигналів [4]. Іншими при-
кладами є використання методів просторового згла-
джування, методу SSA, ортогоналізації по Граму-
Шмідту і т.д. [1; 4]. 

Обробка в просторі променів дозволяє зменши-
ти обчислювальну складність методів, основаних на 

підпросторах ВВ, з  операцій комплексного 

множення, де  кількість елементів антенної 

решітки (АР), до 

3O(M )

3

M

bO(M ) , де   число фор-

муємих променів (beams). Для формування променів 
в РТС може використовуватися дискретне перетво-
рення Фур’є (ДПФ), витягнуті дискретні сфероїда-
льні функції (DPSS  discrete prolate spheroidal 
sequence) [1; 7–8]. 

bM M

Разом з тим використання ДПФ дозволяє фор-
мувати промені, рівень бічних пелюсток (РБП) яких 
складає 13,5 дБ. Для зменшення РБП використову-
ються різноманітні віконні функції [9–11]. Викорис-
тання ДПФ характерне і в системах зв’язку з MІMO, 
що використовують ортогональне частотне дискре-
тне мультиплексування (OFDM  Orthogonal 
Frequency Division Multiplexing) [3; 11–12]. Разом з 
тим вплив віконних функцій на точність оцінювання 
кутових координат джерел випромінювання при 
реалізації методів СА в просторі променів з викори-
станням ДПФ досліджено недостатньо. 
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Тому мета даної роботи  аналіз впливу ві-
конних функцій на точність оцінювання кутових 
координат джерел випромінювання методами СА 
при попередньому формуванні ортогональних про-
менів з використанням ДПФ. 

Основна частина 

Вважаємо, що на лінійну еквідистантну антен-
ну решітку (ЛЕАР) з  елементів надходять сигна-
ли від  джерел радіовипромінювання, що знахо-
дяться в дальній зоні АР. В якості корисних сигналів 
можуть виступати сигнали РТС (для систем пелен-
гації, радіомоніторингу) або сигнали джерел шумо-
вого випромінювання [1]. Шум спостереження пе-
редбачається стаціонарним випадковим процесом з 
нульовим середнім. Він також вважається просторо-
во та за часом білим. 

M
V

M 1  вектор спостережень 
може бути представлений як [1–3]: 

(t) ( ) (t) (t), x A θ s n      (1) 

де    матриця векто-

рів хвильового фронту сигналів джерел радіовипро-

мінювання;    вектор напрям-

ків надходження (НН) сигналів джерел випроміню-
вання. Крім того,   

1 V( ) [ ( ),..., ( )]  A θ a a

1[ , ,  θ 

(t)s V

M V

V 1

1

T
V ]

  вектор сигналів;   

 вектор адитивного шуму; – фазо-

вий зсув між елементами АР; ,  від-
стань між антенними елементами; – довжина хви-

лі;  означає операцію транспонування. В загаль-

ному вигляді стовпці матриці ( )A ають вигляд 

(t)n

M 1

T( )

2 du / 
inθ d  

 
u s


θ  м

 T( ) 1,exp( j ), , exp( j(M 1) )    a   .    (2) 

Такий  вектор є вектором фазування, що 
відповідає напрямку  .  

M 1

Перетворення до простору променів (ПП) може 
бути записане як [1; 7– 8]: 

H
M(t) (t)y W x ,     (3) 

де  –  вектор даних ПП;  – (t)y bM 1 MW bM M  

матриця перетворення до ПП. Для того, щоб адити-
вний шум залишався  білим після перетворення до 

ПП, вимагаємо щоб 
b

H
M M MW W I  [1; 8]. Матриця

 визначається як  MW

   M
2 2f (f M 1)
M
 

W a a b M
  

,     ( 4) 

де   ціле число [7–8]. За умови наявності апріор-
ної  інформації про НН сигналів або при її отриман-
ні з використанням методу Бартлетта (чи іншого 
методу) формуються  променів в напрямках 

f

bM M

b
2 2)

M
f , , (f M 1

M
   . Використання такої матри-

ці може бути розглянуте як застосування ДУС. ДУС 
формує сукупність діаграм (променів), що утворює 

ортогональну систему функцій на інтервалі видимих 

кутів. Ортогональній системі    bM

i 1

2(f i 1)
M 

 a

відповідає ортогональний базис парціальних векто-
рів АФР. 

На рис. 1 для ЛЕАР з  антенних елеме-

нтів (АЕ) наведені 

M 32
8bM   променів (парціальних 

діаграм), отримані за допомогою . Кути орієн-

тування променів 
MW

,6 / M8 / M,  . Променями охо-

плюється кутовий сектор, обмежений вертикальни-
ми лініями.  
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Рис. 1. Ортогональні промені, отримані при 
використанні ДПФ та прямокутного вікна,  

bM 8 ,  M 32

З аналізу рис. 1 видно, що кожна пелюстка 
(кожна парціальна діаграма направленості) має РБП 
13,5 дБ.  

Слід зазначити, що в якості променеформуючої 
матриці можна використовувати спряжено-
центросиметричний варіант матриці , при яко-

му 

MW

IW W  [8]. Тут   матриця обміну, (*) озна-
чає комплексне спряження. 

I

КМ ПП  може бути предста-

влена у вигляді 

H
y E[ (t) (t)]R y y

b
H H 2

y M(θ) (θ) R W A SA W I ,      (5) 

де 
bMI   b bM M  одинична матриця. Вибіркова

КМ ПП може бути представлена у вигляді 
N H

y t 1
ˆ ˆ(1/ N) (t) (t)

 R y y W RW ,      (6) 

де N  – число знімків.  
Для центральносиметричних АР (таких як  

ЛЕАР) КМ комплексна та персиметрична. Вона мо-
же перетворюватися в дійсну за допомогою матриці 

спряжено симетричної форми. Вибіркова КM 

 ермітова, але загалом не персиметрична. Дійсна 

КМ  отримується як , 

де 

W

yR̂

yr y
ˆ Re( )R R

fb
ˆ ˆ0.5(

ˆ H
yr fb

ˆ ˆR W R W

ˆ ) R R IR I   оцінка персиметричної КМ.

Використання такої матриці дозволяє здійснювати 
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оцінювання кутових координат джерел, сигнали 
яких є корельованими. 

Спектральне розкладення  має вигляд  yrR̂

T T
yr b,s b,s b,s b,n b,n b,n

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ R E E E E  .   (6) 

Тут стовпці  та  матриць b
ˆM V b b

ˆM (M V) 

b,sÊ  та b,nÊ  містять сигнальні та шумові ВВ. ˆ ˆV V

та  діагональні матриці ˆ (M V̂)b (M V)b   b,ŝ  та

b,n̂  містять  та  відповідні ВЗ. Для оці-

нювання числа джерел випромінювання використо-
вуютьcя відомі методи оцінки [1]. 

V̂ bM  V̂

Поліном методу Root-MUSIC ПП у загальному 
вигляді може бути поданий як  [1; 7–8]: 

T 1 H
brmP (z) (z ) (z)  a W Π W a ,    (7) 

де , M 1 T(z) [1, z, , z ]a  T
b,n b,n

ˆ ˆ Π E E  – оператор 

проектування на підпростір шуму. Порядок поліно-
му (7) рівний 2 . Поліном Root-MUSIC ПП 
також може бути представлений у вигляді [7–8]: 

 2M 

T 1 * T T
brm b,n b,n

ˆ ˆP (z) (z ) (z) a Q E E Q a ,  (8) 

де матриця  визначається як в [8]. Порядок полі-

ному в цьому випадку . Такий варіант полі-

ному є більш доцільним. 

Q

b2M 2

Матриця відповідає використанню пря-

мокутного вікна (отримується без використання ві-
конної функції). Відомі ряд функцій вікна (вагових 
вікон), застосування яких дозволяє знизити рівень 
бічних пелюсток в порівнянні з рівнем, який вони 
мають у випадку прямокутного вікна. Прикладами 
вікон є трикутне (Бартлетта), Ханна (Хєннінга), Хе-
ммінга, Натолла, Ланцоша, Кайзера, Кравченко (ос-
новані на використанні фінітних атомарних функ-
цій) [9–10]. Таким чином, разом з ДПФ можна 
використовувати перетворення (вагові вікна) для 
зниження рівня бічних пелюсток.  

MW

Звуження (tapering) при використанны вікна 
Хеммінга може бути представленне у вигляді 

 матриці [1; 8]: b bM (M 2  )


H

0

1 0

0

0 0

0

0 1

0

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

  

T
  

,      (9) 

де 0.426  . Для вікна Ханна (Хеннінга) 0.5  . 

Попереднє формування сукупності (віяла) пар-
ціальних діаграм з малим рівнем бічних пелюсток за 

рахунок використання вагового вікна Хеммінга буде 
реалізуватися за рахунок матриці  

H HW WT .                            (10) 
Промені, отримані з використанням ДПФ та 

вікна Хеммінга, приведені на рис. 2. 

S
p

e
c

tr
u

m
 (

d
b

) 

Рис. 2. Промені, отримані з використанням 
віконної функції Хеммінга 

Отримані промені не є ортогональними, так як 
стовпці матриці  не ортогональні.  HW

З метою ортогоналізації променів матриця  

домножується справа на . В результаті 

отримується матриця  , яка 

дозволяє формувати ортогональні промені. Стовпці 
такої матриці характеризуються властивістю спря-
женої центросиметричності [8]. На рис. 3 наведені 
промені (парціальні діаграми), отримані за умови 
використання . 

HW

0.5

H 0
H H( )T T

Ho W WT

.5

H
H H( )T T

HoW

Рис. 3. Ортогоналізована сукупність променів, 
отримана з використанням HoW

З аналізу рис. 3 видно, що ортогоналізація 
променів призводить до збільшення рівня позасму-
гових бічних пеюсток (у порівнянні з випадком на 
рис. 2) та рівня всередині смугових бічних 
пелюсток. 

У ході моделювання передбачалася наявність 
двох рівнопотужних джерел випромінювання з ку-

http://www.hups.mil.gov.ua/periodic-app/journal/nitps/2018/1
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товими координатами , . Викорис-

товувалася ЛЕАР з 
1 8  

M 9
2 12  

  АЕ, число знімків 
N 50

u 2 

, число повторень моделювання дорівнювало 
1000 (виконувалось 1000 незалежних повторів про-
цедур спектрального аналізу для різних відношень 
сигнал-шум). Використовувалися  променів 

з кутами орієнтування, що рівномірно рознесені на 
 (   ) . Таким 

чином, кутові координати джерел попадають в куто-
вий сектор, що охоплюється променями. Розглядав-
ся випадок оцінювання координат джерел шумового 
випромінювання [1]. Середньоквадратична похибка 
оцінювання (СКП) оцінювання усереднювалась по 
джерелам і визначалася по аналогії з [7]. В ході мо-
делювання розглядався варіант методу Root-MUSIC 
ПП, що визначається по аналогії з виразом (8) з ура-
хуванням відповідної модифікації матриці . При 

використанні варіанту (7) доцільно здійснювати 
комбінування методу з методом Бартлета [1]. 

bM 

M, ,4 /

83

7

/ M u sin( ) 4 / M

Q

На рис. 4 показані залежності  СКП оцінювання 
(RMSE root mean square error) кутових координат 
від відношення сигнал/шум (SNR  signal-to-noise 
ratio) методом Root-MUSIC при попередньому фор-
муванні променів з використанням ДПФ (прямокут-
ного вікна  rectangular tapering), при використанні 
вікна Хеммінга без ортогоналізації променів та з 
наступною ортогоналізацією променів. 
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Рис. 4. СКП оцінювання кутових координат джерел 
випромінювання в залежності від ВСШ 

З аналізу рисунку видно, що найбільша точ-
ність оцінювання досягається без використання ві-
конних функцій. Використання віконних функцій в 
даному випадку призводить до зростання СКП оці-
нювання. При високому відношенні сигнал/шум 
точність оцінювання методом Root-MUSIC простору 
променів при використанні прямокутного вікна та 
вікна Хеммінга відрізняється не суттєво. Характер 
залежностей не змінюється при використанні вікна 

Ханна (Хеннінга). Ортогоналізація променів після 
застосування вікна покращує точність оцінювання. 

Результати моделювання вказують на те, що 
переваги використання вагових функцій проявля-
ються у випадку наявності джерел випромінювання, 
які попадають в кутовий сектор, що охоплюється 
променями, та одного (чи декількох) позасекторного 
джерела випромінювання. 

У разі потреби подавлення позасекторного 
джерела випромінювання променеформуюча матри-
ця може бути розроблена у відповідності до рекоме-
ндацій, що наведені в [1]. 

Результати проведеного аналізу можуть бути 
використані при вирішенні проблеми електромагні-
тної сумісності, яка виникає при застосуванні 
OFDM- сигналів в системах MIMO-OFDM [11–12]. 
У цьому випадку можливе блокування позасмугово-
го приймання небажаних сигналів, що діють по біч-
ним пелюсткам амплітудно-частотних характерис-
тик (АЧХ) фільтрів, синтезованих при використанні 
швидкого перетворення Фур'є (ШПФ). В таких сис-
темах виникає потреба зниження рівня бічних пелю-
сток таких АЧХ фільтрів. 

Реалізація обробки сигналів при використанні 
ДПФ може бути спрощена за рахунок графічних 
процесорів (GPU graphics processing unit), для яких 
є бібліотека програм для обчислення ШПФ. 

Висновки 

В статті розглянуто особливості реалізації по-
передньої обробки сигналів при формуванні багато-
променевої діаграми спрямованості та використанні 
віконних функцій (на прикладі віконної функції Хе-
ммінга та прямокутного вікна). 

У випадку, коли виникає потреба оцінювання 
кутових координат декількох джерел випроміню-
вання рівної потужності (частот декількох сигналів) 
з невеликим рознесенням за кутовою координатою 
(за частотою), коли спектральне розділення є важ-
ливим, доцільно використовувати прямокутне вікно 
(не використовувати вагових віконних функцій). 

Використання віконних функцій доцільне в 
умовах впливу позасекторних (out-of-band) джерел 
випромінювання. 

Викликає зацікавленість комбінування методу 
Root-MUSIC простору променів та методу Бартлетта 
для визначення сигнальних коренів поліному, вико-
ристання статистик високих порядків (кумулянтів), 
проведення аналізу на випадок використання неек-
відистантних антенних решіток.  

Для подавлення позасекторного джерела має 
формуватися відповідна променеформуюча матри-
ця, яка забезпечить таке подавлення. 
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АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ ОКОННЫХ ФУНКЦИЙ НА ТОЧНОСТЬ ОЦЕНИВАНИЯ УГЛОВЫХ КООРДИНАТ  
ИСТОЧНИКОВ ИЗЛУЧЕНИЯ ПРИ ПРЕДВАРИТЕЛЬНОМ ФОРМИРОВАНИИ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ЛУЧЕЙ 

В.И. Василишин, В.В. Лютов, А.И. Шкода, А.П. Глушко 

В статье приведены численные оценки точности определения угловых координат источников радиоизлучения ме-
тодом Root-MUSІC при осуществлении предварительной обработки сигналов путем формирования ортогональных 
лучей в зависимости от отношения сигнал/шум, выбора оконных функций, расположение источников. Результаты 
анализа могут быть использованы для усовершенствования радиотехнических систем, которые используют дискрет-
ное (быстрое) преобразование Фурье, таких как система радиосвязи с MIMOOFDM. 

Ключевые слова: пространство лучей, ортогональные лучи, окна, методы спектрального анализа, собственные 
векторы, собственные значения, MІMO система. 

ANALYSIS OF INFLUENCE OF WINDOW FUNCTIONS ON THE ACCURACY OF ANGULAR COORDINATE 
ESTIMATION OF EMITTING SOURCES WHEN PRELIMINARY FORMING ORTHOGONAL BEAMS 

V. Vasylyshyn, V. Lyutov, A. Shkoda, A. Glushko 

In the article, the numerical estimates of determination accuracy of angular coordinates of the radiation sources by eigen-
structure method Root-MUSIC when performing the preliminary signal processing by forming orthogonal beams are presented. 
The dependences of estimation accuracy on signal-to noise ratio, the choice of window function (rectangular or Hamming win-
dow), source location are considered. In the case of in-band sources the discrete Fourier transform beams with rectangular win-
dow provide the better estimation accuracy. Application of Hamming (or Hanning) window with orthogonalization of beams 
allows obtaining the similar accuracy in the region of high and medium signal-to noise ratio. The preferences of using the win-
dow functions are evident in the cases with out-of-band sources. The results of analysis can be used for improvement of radio-
technical systems using the discrete (fast) Fourier transform such as communication system with MІMO-OFDM. It is of interest 
to use the combination of the beamspace Root-MUISC with Bartlett method and consider the application of cumulant matrix. It is 
recommended to use the graphical processor unit to realize the beamspace processing with discrete Fourier transform. 

Keywords: beamspace, orthogonal beams, windows, spectral analysis methods, eigenvalues, eigenvectors, MIMO system.




