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МОДЕЛЬ ОЦІНКИ ПОХИБКИ ОБРОБКИ ІНФОРМАЦІЇ У НАВІГАЦІЙНИХ 
СИСТЕМАХ КРИЛАТИХ РАКЕТ В УМОВАХ НЕВИЗНАЧЕНОСТІ 

Показана роль крилатих ракет при веденні бойових дій. Наведені особливості застосування крилатих 
ракет. Обґрунтовано, що під час польоту крилатою ракетою за визначеним маршрутом необхідно коригу-
вати дані навігаційної системи. Знання цього питання дозволить аналізувати та обґрунтовувати такти-
ко-технічні характеристики засобів протиповітряної оборони. Визначені недоліки існуючих навігаційних 
систем при роботі у режимі реального часу польоту. Пропонується для ефективного ураження цілей кри-
латими ракетами із заздалегідь невизначеним розташуванням в умовах застосування противником засобів 
протиповітряної оборони розробити модель оцінки похибки обробки інформації у навігаційних системах в 
умовах невизначеності. Визначені умови досягнення високої точності визначення параметрів навігації та 
дисперсії похибок визначення координат цілей системами управління крилатих ракет при польоті. 
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Вступ 

Постановка проблеми. Останні збройні конф-
лікти у світі та результати проведення операції 
Об’єднаних сил на сході України довели роль і зна-
чення безпілотних літальних апаратів у досягненні 
як часткових завдань, так і мети операції при веден-
ні бойових дій. У той же час підвищується рівень 
застосування крилатих ракет для ураження най-
більш важливих цілей противника. Особливостями 
застосування крилатих ракет є низький ступінь ви-
явлення засобами протиповітряної оборони, висока 
точність ураження цілей, можливість точного сліду-
вання визначеним повітряним коридором до цілі, 
відносно низька швидкість польоту [1–6]. При цьо-
му слід враховувати, що, зазвичай, маршрут польоту 
необхідно коригувати з використанням точок 
прив’язки до місцевості. Це обумовлює втрату ви-
значеного курсу крилатої ракети при польоті над 
місцевістю з незмінним рельєфом (пустеля, водна 
поверхня тощо) [6–12]. Тому актуальним є дослі-
дження питання функціонування навігаційних сис-
тем крилатих ракет в умовах відсутності додаткових 
орієнтирів щодо маршруту польоту (в умовах неви-
значеності). Знання цього питання дозволить аналі-
зувати та обґрунтовувати тактико-технічні характе-
ристики засобів протиповітряної оборони.  

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Для 
надійного ураження цілей розроблені та застосову-
ються високоточні засоби ураження, що входять до 
складу різних класів повітряних ударних комплексів 

і систем [1–13]. Так, широко відомі високоточні по-
вітряні засоби ураження, що самонаводяться на кін-
цевій ділянці маршруту польоту [2; 7; 10–11]. При 
цьому головною задачею наведення такої крилатої 
ракети є виведення її у потрібний район. Недоліком 
таких крилатих ракет є неспроможність здійснювати 
розпізнавання цілей у режимі реального часу, ви-
значати та здійснювати ураження цілей при зміні 
навколишнього середовища (відмінного від введе-
ного при формуванні польотного завдання) [2; 9].  

Пропонується для ефективного ураження цілей 
крилатими ракетами в умовах застосування против-
ником засобів протиповітряної оборони провести 
аналіз особливостей функціонування навігаційних 
систем в умовах невизначеності [9; 11], за результа-
тами якого розробити модель оцінки похибки обро-
бки інформації у навігаційних системах в умовах 
невизначеності.  

Мета статті – розробка моделі оцінки похибки 
обробки інформації у навігаційних системах крила-
тих ракет в умовах невизначеності.  

Виклад основного матеріалу 

Складна структура похибок навігаційних сис-
тем як функцій часу, неповторність їх реалізацій 
викликана впливом цілої низки невраховуваних фа-
кторів, які вимагають використання для їх опису 
моделей випадкових функцій [14–15]. 

В основі теоретично-імовірнісного підходу по-
кладено поняття множини  елементарних подій 
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 , на підмножинах (подіях) А   яких задані 

ймовірності   Р А  0 Р А 1 . Тут А – подія, що

означає реалізацію елементарної події А . При 
цьому  

  1Р   .      (1) 

Під випадковою величиною X будемо розуміти 

функцію , що приймає значення на числовій 

осі залежно від випадкового результату . 

 Х 

Випадкова величина X повністю задається 

щільністю ймовірності  f x , фізичний зміст якої 

визначається виразом [16–17]: 

   f x dx P А




  ,                    (2)

де А – підмножина , при якій X приймає значення в 

інтервалі  ,x  x dx .

Рівність (2) можна записати в еквівалентному 
вигляді: 

   f x dx P x X x dx




    , 

причому з (1) виходить: 

  1f x dx




 .     (3) 

При описі випадкової величини використову-

ють перші два моменти щільності  f x

 xf x

2
x m

– матема-

тичне очікування  і диспе-

рсія   . 

 xm M X d




  

 x xM X m




     

x

    22
xD x f x dx

Символ  M X  , що позначає операцію 

знаходження математичного очікування функції 

 X , визначається рівністю [18–19]: 

     M X х f x dx




      .                (4)

Інтеграл береться за всіх можливих значеннях 

X з використанням щільності  f x

 
 і в силу (2) екві-

валентний осередненому X  за множиною мож-

ливих результатів  з урахуванням заданих для 

підмножин А ймовірностей . Це пояснює за-

стосовуваний для операції математичного очікуван-
ня термін “осереднення за множиною реалізацій 
випадкової величини X”. 



 Р А

Для двох випадкових величин X і Y вводимо 
двовимірну щільність, що задається рівністю 

  , ,f x  у dxdy P x X x dx  y Y y dy
 



         , 

причому справедливо представлення 

        , /f x  у f x f у/x f у f x у  ,      (5) 

де    / ,f x у  f у/x  – умовна щільність випадкової 

величини X при відомому значенні іншої випадкової 
величини Y = y (при відомій Х = х). Умовна щіль-
ність інтерпретується рівністю, що використовують 
умовну ймовірність 

  / /f x у dx P x X x dx Y y




     . 

При заданій двовимірній щільності  ,f x у  

отримання одновимірної щільності  f x  забезпечу-

ється в силу співвідношення 

   ,f x f x y dy




  . (6) 

Дійсно, підстановка виразу (5) і використання 
рівності (3), справедливого, природно, і для умовної 

щільності  f у/x , доводить (6). 

При описі системи двох випадкових величин за 
допомогою перших двох моментів до вже введених 
математичного очікування та дисперсії величин X і 
Y додається кореляційний момент 

  

   .

xy x y

x y

K M X m Y m

x m y m dxdy
 

 

     

   
 (7) 

Помітимо, що рівність говорить про 

некорельованість випадкових величин X і Y, рівності 

0xуK 

   f х/у f х ;  f  у/х f у  – про їх незалеж-

ність. 
Розгляд системи двох випадкових величин лег-

ко узагальнюється на випадок n-мірного випадково-
го вектора X з n-мірною щільністю 

   ,1 rf х f х  ..., х

,1dx d

. Співвідношення типу (5) у 

цьому випадку розуміється як n-кратний інтеграл 
при i rх  ..., dх , ..., dх . За другий момент ви-

ступає коваріаційна матриця 

     

1 2 11

1 2

2

2

.

r

r r r

T
x

x x x xx

x x x x x

P M X M X X M X

K K

K K

      
 
 
 
 
 
 



  



  (8) 

З (7) випливає 
i j j ix x xK K x , тоді відзначимо 

симетрію матриці хР  (тобто т
х хР Р ).

Ще одна властивість коваріаційної матриці – її 
невід'ємна визначеність, що задається нерівністю 
для квадратичної форми: 

0т
xa P a  ,    (9) 

http://www.hups.mil.gov.ua/periodic-app/journal/nitps/2019/2
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де а – довільний вектор (матриця-стовпець), відмін-
ний від нульового. Нерівність (9) можна елементар-
но довести обчисленням дисперсії випадкової вели-

чини , де X – вихідний випадковий вектор. тY a X
Проаналізуємо основні властивості матриці та-

кого типу. Нехай для симетричної матриці А вико-
нується нерівність 

0тa Aa  .                             (10) 
Будемо використовувати для невід’ємної ви-

значеної матриці умовну нерівність . 0A 
У разі, якщо нерівність в (10) виконується 

строго, тобто , матриця А – позитивно ви-
значена, що позначається нерівністю . 

0тa Aa 
0A 

Зазначимо без доведення на можливість подан-
ня будь-якої симетричної матриці у вигляді [20]: 

 т
iA U diag U  ,     (11) 

де U – ортогональна матриця, що має властивість 

 або  1 тU U 

 1тU U Е diag  ;                   (12) 

 idiag   – діагональна матриця з елементами

, i 1,i r ;  – завжди дійсні власні числа матриці

А, що представляють собою результат характерис-

тичного рівняння 

i

0E A   |.

Символ В  означає визначник матриці В. 

Покажемо тепер, що з нерівності  слідує 
нерівність: 

0A 

0i  , 1,i  r .     (13) 

Для цього побудуємо квадратичну форму (10), 
використовуючи представлення (11). Ясно, що при 

 маємо , 0A  0i  1,i r . 

Легко отримати для  такі властивості: ді-

агональні елементи  матриці А невід'ємні. Дійс-

но, з (11–12) маємо: 

0A 

iiа

2

1

0;
r

i ij
i

u

      (14) 

де  – елементи матриці U на перетині i-го рядка j-

го стовпчика; слід матриці А додатній. Це випливає 
з визначення сліду матриці та нерівності (14): 

iju

 
1

0
r

ii
i

Sp A a


  .   (15) 

Введемо позитивно визначену матрицю  

 T
iA U diag U  . 

Тоді легко встановити з використанням (12) рі-
вності, що приводить до визначеної матриці 

А A A .     (16) 

Подібним чином доводиться невід'ємна визна-
ченість матриць 

1 1
0T

i
А U diag U  

   
  (17) 

і 

 2 2 0T
iА U diag U   .      (18) 

При позитивній визначеності матриці 
нерівності (14–18) стають строгими нерівностями. 
Один із способів отримання невід'ємно визначеної 
матриці дається рівністю [20]: 

0A 

TА BB ,                              (19) 
де В – будь-яка матриця. Якщо ранг В максималь-
ний, маємо . 0A 

З (19) при невід'ємно визначеній матриці С з 
використанням (16) отримаємо: 

  0
TTА BCB B C B C   ,      (20) 

причому при  і В максимального рангу маємо 
. 

0С 
0A 
Отримане співвідношення (20) представляє мо-

дель оцінки похибки обробки інформації у навіга-
ційних системах крилатих ракет при відсутності 
невизначеності. Беручи до уваги те, що невизначе-
ність основних факторів навігаційних систем носить 
стохастичних характер, викладемо основні власти-
вості та порядок урахування випадкових процесів у 
сучасних інерційних навігаційних системах крила-
тих ракет. 

Випадковий процес  X t

 1 ,

 (другий аргумент 

при запису опускаємо) визначається завданням сис-

теми випадкових величин  nX t  ..., X t , отрима-

них при фіксації набору різних значень аргументу t. 
Опис процесу полягає в завданні n-мірної щільності 

 1 2, , ,n 1 nf x  x  ..., x ; t  ..., t  при будь-якому n.

Для стаціонарних процесів виконується  

 
 

1 2

1 2

, , , ,

, , , ,

n 1 n

n 1 n 1

f x  x  ..., x ; t  t  ..., t

f x  x  ..., x ;  ..., 

    

  

де 1, n ..., 1   – інтервали на осі часу між відповід-

ними точками фіксації аргументу. Ясно, що одномі-
рна щільність таких процесів не залежить від t: 

   ;f x  t f x , а для двовимірної щільності маємо: 

    1 2 1 2 1 2 2 1 1 2, ; , , ; , ; f x  x  t  t f x  x  t t f x  x      .

Для стаціонарних процесів отримаємо: 












 
 

 
  
  

 

2 2

1
1 2 1

2

;

;

, .

x x

x x

x
x x

x

m t m

t

X t m
K t t M K

X t m




  

    
  

(21)

Процеси, які мають властивості (21), тобто по-
стійність математичного очікування та дисперсії й 
залежність кореляційної функції (кореляційним мо-
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ментом двох значень процесу при t, що дорівнює  

і ) від інтервалу , класифікують як про-

цеси, що стаціонарні в широкому сенсі. 

1t

2t 2 1t t  

Використання для опису випадкових величин і 
процесів тільки їх перших двох моментів виявляєть-
ся вичерпним, якщо їх щільність гауссова, або нор-
мальна, тобто коли для n-мірного вектора X маємо: 

 

   

 

1

exp
2

2

T
x x x

n
x

x m P x m

f x
P

  
 
  


,   (22) 

де хm  – математичне очікування вектора X (матриця 

розміром [n  1]); хP  – визначник коваріаційної 

матриці хP ; 1
xP  – матриця, зворотна коваріаційній.

При практичному визначенні характеристик 
випадкового процесу деякі переваги мають стаціо-
нарні процеси, що мають ергодичну властивість 
[19]. При наявності цієї властивості маємо: 

   
2

0

1
lim 0

T
n n

T
M X t dt M X

T

 
 

  
  .  (23) 

Рівність (23) відкриває можливість при визна-

ченні моментів  X t , тобто значень  n M X , замі-

нити усереднення за множиною розподілених за 

часом єдиною реалізацією  х t  нескінченною дов-

жиною процесу  X t . 

Введемо позначення 

 
0

1
0

T
n n
TX X t dt

T
    (24) 

і зауважимо, що 

, .        (25) n n
TM X M X T        

З використанням нерівності Чебишева [20]: 
2

2

n n
T

n n
T T

M X M X
P X M X

              


 , 

тоді для ергодичного процесу  X t  отримаємо:  

lim 0n n
T T

T
P X M X



       
  

для любого . 0 
З урахуванням (24–25) маємо: 

      

 

2
2

0

2
0 0

1

1
,n

Т
n n n n
T T

T T

x

М X M X М X t M X dt
Т

K u v dudv
T

      

 



 






де          n
n n n

x
K M x u M X x v M X n     

 – 

кореляційна функція процесу  nX t . 

Введення змінної u v    запишемо: 

   
2

0

2
1 n

T
n n
T T x

М X M X K d
T Т

            .  (26) 

З чого випливає, що для ергодичності процесу 

 X t  при заданому n необхідно та достатньо вико-

нання рівності: 

 
0

1
lim 1 0n

T

xT
K d

T Т

     
  .     (27) 

Ця рівність, що визначає можливий вид коре-

ляційної функції ергодичного процесу  X t , задо-

вольняється при 

 
0

n

T

x
K d    .    (28) 

Достатньою умовою є також рівність: 

 lim 0nx
K d


   .     (29) 

Умови (28) і (29) при n = 1 представляються іс-
тинними: наприклад, рівність (29) говорить про 

втрату кореляції значень  X t  при далеко віддале-

них значеннях аргументу. При n  2 в аналізі умови 

(27) беруть участь моменти не тільки  X t  до дру-

гого порядку, а й старші. При гауссовому процесі 

 X t  труднощів не виникає через можливість вира-

зити старші моменти процесу  X t  через його пер-

ші два моменти [20]: 

   2
22 xx

K K   .                      (30)

Легко бачити, що в гауссівському випадку при 
виконанні умови (29) для n = 1 виявляється викона-
ним умова ергодичності та для n = 2, що відкриває 

можливість при визначенні дисперсії  X t  замінити 

усереднене 2X  за множиною усередненого за часом 

будь-яку реалізацію  2X t . 

На жаль, ергодична властивість, що має асимп-
тотичний характер, формулу (23), не гарантує в за-
гальному випадку близькість оцінок математичного 
очікування та кореляційної функції процесу, отри-
маних на кінцевому інтервалі часу, до істинних зна-
чень цих характеристик. 

В окремому випадку гауссівського процесу 
можна переконатися в існуванні більш сильної влас-
тивості, коли оцінка, наприклад, дисперсії процесу з 
нульовим середнім 

   2 1
ˆ ;

t

x
t

t X


2 d    
  ,     (31) 
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відповідним вибором кінцевого значення  може 
бути наближена заданим чином до істинного зна-
чення дисперсії. 
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Точність наближення оцінимо величиною 

   
22 2ˆ ˆ ; 2

x x xD M t       .

З використанням (30) і (31) маємо після заміни 
змінних 
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2 2 2
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0

1
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2
1 .
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x
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x

D M X d

K d





     



       





x



 (32) 

Отриманий вираз (32) з урахуванням співвід-
ношень (26–31) представляє модель оцінки похибки 
обробки інформації у навігаційних системах крила-
тих ракет в умовах невизначеності.  

Приймемо за запобіжну точність оцінки диспе-
рсії процесу безрозмірну величину γ, пов'язану з 

дисперсією оцінки співвідношення 
 2

4

ˆ x

x

D 
  . 



Тоді для γ отримаємо: 

 2

0

2
1 xk d

          , 

де    
2

x
x

x

K
k


 


– нормована кореляційна функція

процесу  X t . 

Приймемо за інтервал кореляції процесу  X t  

величину 

 2

0
k xk d


    .

Тоді при  знайдемо: k  

2 k 


.                               (33)

Співвідношення (33) свідчить про досягнення 
високої точності визначення дисперсії процесу лише 
при . k  

Істотно, що при цьому  близька до 2ˆ ;t 

 2

0

1
ˆ ;

T

t dt
T

   при кінцевому . З урахуван-Т  

ням цього факту зауважимо, що інтерес до гауссів-
ських ергодичних процесів, що має посилену ерго-
дичну властивість, викликан тим, що в навігаційних 
системах, як правило, є одинична реалізація кінцевої 

протяжності, стосовно якої повинен бути синтезова-
ний алгоритм обробки інформації, що забезпечує 
високу якість навігації. 

У разі гауссівських ергодичних сигналів забез-
печується визначення характеристик точності наві-
гації, середніх за час Т польоту при Т >> 0. 

Разом з тим у складі похибок навігаційної сис-
теми містяться компоненти, що не мають ергодич-
них властивостей і мають, наприклад, вид відомих 
функцій часу з параметрами, що змінюються від 
одного запуску системи до іншого. У цьому випадку 
повне розв’язання задачі аналізу точності навігації 
при використанні одиничної реалізації похибки не-
можливо; ця реалізація може бути використана для 
виділення та визначення властивостей ергодичної 
складової з оцінкою рівня неергодичної складової за 
множини запусків системи. 

Зазначимо, що питання про змістовне введення 
імовірнісного простору має не тільки методичний 
характер, що забезпечує математичну коректність 
аналізу, але й розкриває зміст усереднених характе-
ристик точності, що мають використовуватися в 
завданнях аналізу та синтезу навігаційних систем 
крилатих ракет. 

Висновки 

Встановлено, що навігаційні системи є осно-
вою сучасних крилатих ракет. Основна перевага їх у 
тому, що вони повністю автономні й не вимагають 
будь-якої інформації ззовні. Підвищення точності 
навігації крилатих ракет пов'язано з удосконаленням 
як вимірювальної апаратури, так і математичного 
забезпечення розв'язання задач обробки інформації. 

Разом з тим практична реалізація методів інер-
ціальної навігації пов'язана зі значними трудноща-
ми, викликаними необхідністю забезпечити високу 
точність і надійність роботи всіх пристроїв при за-
даних вагах і габаритах. 

Із аналізу особливостей функціонування навіга-
ційних систем в умовах невизначеності встановлено, 
що питання про змістовне введення імовірнісного 
простору має не тільки методичний характер, що за-
безпечує математичну коректність аналізу, але і роз-
криває зміст усереднених характеристик точності, що 
мають використовуватися в завданнях аналізу та син-
тезу навігаційних систем. Для цього розроблена мо-
дель оцінки похибки обробки інформації у навігацій-
них системах крилатих ракет в умовах невизначенос-
ті. Із застосуванням запропонованої моделі отримана 
умова досягнення високої точності обробки інформа-
ції у навігаційних системах крилатих ракет в умовах 
невизначеності. Отже, мета статті досягнута. 
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МОДЕЛЬ ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТИ ОБРАБОТКИ ИНФОРМАЦИИ В НАВИГАЦИОННЫХ СИСТЕМАХ 
КРЫЛАТЫХ РАКЕТ В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 

С.В. Герасимов 

Показана роль крылатых ракет при ведении боевых действий. Приведены особенности применения крылатых ра-
кет. Обосновано, что во время полета крылатой ракетой по определенному маршруту необходимо корректировать 
данные навигационной системы. Знание этого вопроса позволит анализировать и обосновывать тактико-технические 
характеристики средств противовоздушной обороны. Определены недостатки работы существующих навигационных 
систем в режиме реального времени полета. Предлагается для эффективного поражения целей крылатыми ракетами 
с заранее неопределенным положением в условиях применения противником средств противовоздушной обороны разра-
ботать модель оценки погрешностей обработки информации в навигационных системах в условиях неопределенности. 
Определены условия достижения высокой точности определения параметров навигации и дисперсии погрешностей 
определения координат целей системами управления крылатых ракет при полете. 

Ключевые слова: навигационная система, крылатая ракета, определения координат, точность, реальное время 
полета, неопределенность. 

MODEL OF EVALUATION OF INFORMATION PROCESSING IN THE NAVIGATION SYSTEMS OF WINGED 
ROCKETS UNDER CONDITIONS OF UNCERTAINTY 

S. Herasimov 

The role of cruise missiles in the achievement of both partial tasks and the goal of the operation as a whole in the course of 
combat operations is shown. The features of the use of cruise missiles are given. It is substantiated that during a flight a cruise 
missile on a specified route needs to adjust the data of the navigation system. Therefore, the actual question is the study of the 
operation of cruise missile navigation systems in uncertain conditions. Knowledge of this issue will allow us to analyze and sub-
stantiate the tactical and technical characteristics of the means of air defense. The deficiencies of existing navigation systems in 
real-time flight are identified. It is proposed for an effective defeat of targets with cruise missiles with an uncertain location in 
the conditions of the enemy's use of air defense capabilities to analyze the peculiarities of navigation systems functioning in con-
ditions of uncertainty. The purpose of the article is to determine the main relations for the theoretical substantiation of the pecu-
liarities of the functioning of navigation systems of cruise missiles in conditions of uncertainty. The complexity of the structure of 
the errors of navigation systems as functions of time, the uniqueness of their realizations, is determined by the influence of a 
number of ignored factors, which require the use of their models of random functions for their description. Since the uncertainty 
of the main factors of navigation systems is of a stochastic nature, the main properties and the procedure for taking random 
processes into account in modern inertial navigation systems are shown. The conditions for achieving high accuracy of determin-
ing the parameters of navigation and dispersion of errors in the determination of coordinates by cruise control systems during 
flight are determined. From the analysis of the peculiarities of the functioning of navigation systems in the conditions of uncer-
tainty, it was established that the question of the meaningful introduction of a probabilistic space has not only a methodological 
nature. This provides the mathematical correctness of the analysis, reveals the content of the average accuracy characteristics to 
be used in the tasks of the analysis and synthesis of navigation systems of cruise missiles during the flight. 

Keywords: navigation system, cruise missile, coordinate determination, accuracy, real time of flight, uncertainty. 




