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РІШЕННЯ ЗАДАЧ ДИНАМІКИ ДЛЯ СКЛАДНИХ МЕХАНІЧНИХ СИСТЕМ 

 

Розглянуто одне із можливих рішень прямої задачі динаміки складних механічних систем за 

допомогою матрично-геометричних методів. 
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Постановка проблеми. В механіці розглядають дві основні задачі динаміки. Пряма задача 

полягає у визначенні за заданим рухом механічної системи сил, які діють на неї. Обернена задача 
полягає у визначенні руху системи за діючими на неї силами. 

Аналіз останніх досліджень. На теперішній час існує декілька загальноприйнятих підходів 
при рішенні вказаних задач. Один з них полягає у безпосередній побудові дискретної точкової 
моделі механічної системи. У другому використовують стандартну схему класичної механіки, яка 
дозволяє шляхом граничного переходу узагальнити дискретний опис на континуальні системи 
твердих або пружних тіл. Нарешті, ще один підхід полягає у знаходженні необхідного рішення 
шляхом прямої формальної підстановки в їх знайдені загальні матричні форми характеристик 
елементів і в’язей досліджуваної системи. 

Постановка завдання. Показати можливість рішення основних задач динаміки для 
механічних систем довільної складності з врахуванням кінематичних та динамічних властивостей 
цих систем за допомогою матрично-геометричних методів. 

Основна частина. При рішенні прямої задачі динаміки складних механічних систем, на 
точки яких накладені в’язі, основним є рівняння Ньютона для зв’язаних систем:  
 Mw f     (1) 

Якщо при рішенні прямої задачі прискорення w  задане, то рівняння (1) перетворюється в 

3n-вимірне алгебраїчне рівняння відносно 6n невідомих векторів активних сил f і сил реакції  . 

Таким чином, рівнянь (1) для рішення цієї задачі недостатньо. 
Додаткові невідомі – складові вектора   – з’являються в рівняннях(1) внаслідок наявності 

накладених на систему в’язей. Число необхідних додаткових співвідношень дорівнює розмірності 
вектора  , тобто 3n. Шукані d співвідношень дають геометричні рівняння в’язей, які в декартових 

координатах записуються у вигляді d-вимірного рівняння: 
 ( , ) 0r t  ,  (2) 

а в узагальнених координатах – у вигляді d-параметричного рівняння: 
  ( , )r r q t .   (3) 

Недостатні 3n-d=s співвідношень дають механічні характеристики конфігураційної 
многостатності 

tS , яка описується рівняннями (2), (3) [1]. 

Конфігураційна многостатність tS , як було встановлено в [1], розшаровує у кожній своїй 

точці координатний простір   системи   на дотичний до tS  простір T і ортогональний простір N 

із базисами відповідно: 
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що задовольняють умови взаємної ортогональності [1]: 
  0A K  , 0K A  .   (5) 

Важливою механічною характеристикою в’язей є їх сила тертя  , яку можна представити у 

вигляді 3n-вимірного вектора, який складається із сил тертя i , прикладених із боку в’язей до всіх 

матеріальних точок i  системи  : 
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Відомо, що механічні в’язі (2), (3), накладені на систему  , називаються квазіідеальними, 
якщо їх реакція в’язей   містить дві складові: 

    ,  

де   – задана сила тертя, а   – вектор, ортогональний конфігураційної многостатності 
tS , який 

будемо називати ортогональною реакцією в’язей: 
  T  , N .   (7) 

В’язі (2), (3) називаються ідеальними, якщо 
0  ,  

звідки 
  N   .   (9) 

Системи з ідеальними в’язями внаслідок відносної простоти їх аналізу представляють 
основний предмет вивчення аналітичної механіки. 

У регулярних випадках сили тертя i , що діють на окремі матеріальні точки, і, відповідно, 

сила тертя   системи задаються як відомі функції від параметрів руху системи. Розглянемо 

випадок визначення сили   рівняннями 

  ( , , )r r t     (10) 

і 
  ( , , , )r r t   .   (11) 

Геометричний опис руху системи   як руху 3n-вимірної точки по конфігураційній 
многостатності 

pS , яка визначається рівняннями (2), (3), є аналогом опису руху 3-вимірної точки 

по заданій поверхні (або кривій лінії). Аналогія розповсюджується на всі параметри руху, у тому 
числі вектор   є аналогом нормальної сили реакції поверхні, а вектор   – аналогом звичайної 

сили тертя. Суттєва відмінність полягає у тому, що в багатовимірному випадку сила тертя в’язей 
не належить дотичному до многостатності 

tS  простору Т, як звичайна сила тертя. Таким чином, із 

(6) отримуємо, що дотична і ортогональна складові повної реакції квазіідеальних в’язей 
 визначаються рівняннями: 

 1

T T AG A     , 1

N N K K            (12) 

. 
Для ідеальних в’язей (8) рівняння (12) приймає особливо простий вигляд: 

  0T  , N  .   (13) 

Для систем з ідеальними та квазіідеальними в’язями, які складають широкий клас 
механічних систем, визначенню підлягає вже не повний вектор реакції в’язей  , а лише його 

складова  . Тим самим, число невідомих, пов’язаних із реакцією в’язей, зменшується із 3n до d – 

розмірності ортогонального простору N, що містить вектор  . Для таких систем із силами реакції 

 , що визначаються умовами (6) і (7), рівняння Ньютона (1) записується у вигляді: 

  Mw f     .   (14) 

Якщо сила тертя задається рівністю (10), то, підставивши в(14) відомі значення 
Nw  і  , 

отримуємо 3n-вимірне рівняння 

 ( )T NM w w f      ; 1 1

Nw K K K        , ( , , )r r t  .  (15) 

Якщо сила тертя   визначається рівністю (11), то, добавляючи цю рівність до рівняння 
Ньютона (14), отримуємо систему рівнянь: 
 ( )T NM w w f      , ( , , , )r r t   ;  (16) 

1 1

Nw K K K        . 

Ці рівняння (15) і (16) будуть для нас основними вихідними рівняннями при рішенні прямої 
задачі динаміки. Користуючись цими рівняннями, отримуємо, що пряма задача полягає у 
визначенні активної сили f   і ортогональної реакції в’язей N  (всього 3n+d невідомих) за 

заданим дотичним прискоренням системи Tw . Записуючи рівняння (15) в проекціях на простори T 

і N , отримуємо: 

 TNTT wwMf ])([  , NNTN wwMf ])([   .                       (17) (18) 

Значення Tf  рівністю (17) визначається однозначно. Значення Nf  і   із рівності (18) не 

можуть бути знайдені окремо. Ця рівність дозволяє визначити тільки один із цих векторів за 
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допомогою іншого, який можна задати довільно. Використовуючи тотожність 
1 1

3nAG A K K I     , отримуємо рівності 

  1

3( )( )T nf I K K Mw      ,    (19) 

  1

3( )( )N nf I AG A Mw      .    (20) 

Записуючи рівності (17) і (18) в явній формі, отримуємо рівності 

  1 ( )Tf AG A Mw    ,    (21) 

  1 ( )Nf K K Mw      .    (22) 

У рівностях (12), (15), (16), (19), (20), (21) і (22): 
3nI  – одинична матриця порядку 3n; A  – 

дотичний локальний базис многостатності 
tS  (9) [1], K  – ортогональний локальний базис 

многостатності 
tS  (11) [1]; G  – перший метричний тензор многостатності 

tS  (17) [1];  – другий 

метричний тензор многостатності 
tS  (19) [1]. Функції   і   визначаються за формулами [1] 

  2

2
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2
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r t t
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  2

2
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2

A A r q t
q q

q t t


  
   

   
. 

Отже, при заданій силі тертя   (10) і заданому дотичному прискоренні Tw  рішення прямої 

задачі динаміки задається рівностями (19), (20), (21) і (22), де 
  

T Nw w w  ,    (23) 

  1

Nw K    ,    (24) 

або 

  1 1

3( )N nw K K I AG A       ,    (25) 

або рівністю 
  f Mw        (26) 

і рівностями (23), (24), (25). Представлення рішення прямої задачі динаміки у двох формах – в 

термінах базису K  (19) – (24) і в термінах базису A  (21) – (25) – дозволяє виписати результат 
безпосередньо як у декартових, так і в узагальнених координатах. Запис рішення прямої задачі 
динаміки значно спрощується для одного часткового випадку, який має самостійне значення і 
порівняння з яким дозволяє краще зрозуміти структуру рішення рівностей (19) – (25) для 
загального випадку. Якщо підставити в загальне рішення (19) – (25) значення 
  

3nM mI ,    (27) 

і використати умови ортогональності просторів T  і N , або безпосередньо рівності (17), (18), то 
отримаємо рішення прямої задачі динаміки для часткового випадку, яке можна сформулювати 
наступним чином.  

 1

3( )( )T nf I K K mw      = 1 ( )AG A mw    =
T Tmw  ,           (28) 

 1 ( )Nf K K mw      = 1

3( )( )nI AG A mw    =
N Nmw             (29) 

і рівностями (24) – (25). Рішення (28), (29) показує, що тут задача поділяється на дві самостійні 
підзадачі – в дотичному і ортогональному просторах. У загальному ж випадку такого розподілу не 
відбувається і задачу приходиться розглядати в цілому. 

Висновки. В статті показано, що використання матрично-геометричних методів, тобто, по 
суті, застосування спеціальних матричних форм запису інформації про механічну систему, 
дозволяє довести рішення основних задач динаміки для механічних систем довільної складності 
до кінця. 
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