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АНАЛІЗ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ ВИРОБІВ  

ПРИ ТРИВІСНОМУ ФОРМУВАННІ 

(ПОВІДОМЛЕННЯ 1) 

 

В роботі розглянуто напружено-деформований стан трубчастих виробів з порошків при 

тривісному формуванні. Встановлено зв'язок між густиною (пористістю) та геометричними 

розмірами заготовки і виробу. 

Ключові слова: порошок, тривісне пресування, густина, пористість, напруження, 

деформація. 

 

Незважаючи на світову кризу, продовжується пошук нових та вдосконалення існуючих 

технологій виготовлення виробів. В галузі порошкової металургії на заміну традиційним методам 

формування, таких як одновісне та двохвісне пресування, пропонуються нові: сухе радіально-

ізостатичне пресування, гвинтова екструзія, гідро - та магніто - динамічне формування. Кожний з 

них має свої недоліки і переваги, які визначаються трудомісткістю процесу, складністю та 

вартістю обладнання, фізико-механічними властивостями отриманих виробів. Головною вимогою, 

що ставляться до виробів – забезпечення однорідності властивостей по всьому об’єму деталі. В 

деякій мірі цю задачу розв’язує метод тривісного пресування. Тривісне навантаження пористих тіл 

приводить до більш інтенсивного їх ущільнення за рахунок збільшення ступеня пластичної 

деформації. В даному повідомленні розглянемо рішення задачі про розподіл напружень і 

деформацій при тривісному пресуванні пористих втулок. Питання стиснення пористої труби на 

жорсткому стержні розглядали в роботах [1,2]. При цьому, як активне навантаження приймався 

тільки бічний тиск. При тривісному навантаженні в якості активного навантаження виступають як 

бічний тиск, так і осьова сила, що прикладається до торця пористої труби.  

Припускаємо: 

- навантаження, що прикладаються до торцевої і бічної поверхні, розподілені рівномірно. На 

зовнішній поверхні між осьовими і радіальними напруженнями дотримується рівність  

                       r zn  
;                                       (1) 

- зовнішнє тертя при формуванні відсутнє; 

- осьове напруження в кулі не залежить від радіусу і в процесі пресування вони залишаються 

"площинними”; 

- розподіл пористості по радіусу пресування рівномірний. 

Через прийняті допущення швидкість зміни об'єму можна виразити через дві складові: I  - 

швидкість зміни об'єму під дією осьової сили і II  - швидкість зміни об'єму під дією радіальної 

сили (бічного тиску). Величини I  та II  представимо у вигляді рівності: 

                                  
;
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Між собою величини I  та II  зв'язані рівністю: 

                                                     II Im 
                                                                               (3) 

Помітимо, що дотримується рівність 
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                                                                       (4) 

Рівняння нерозривності деформацій можна записати [1,2] 
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З урахуванням виразів (2) і (4) диференціальне рівняння (6) представимо у вигляді двох 

рівнянь 
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                                                                                       (8) 

Граничні і початкові умови виражаються наступною рівністю: 

 
| 0rv r a 

                                                                                     (9) 

 
| 0zv z a 

                                                                                  (10) 

де r  - поточне значення радіусу пористої втулки 

a  - радіус жорсткого облямовування (внутрішній радіус втулки). 

Розв’яжемо диференціальне рівняння (7), після інтегрування отримаємо 
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                                                             (11) 

де C  - постійна інтегрування. 

Із граничної умови (9) одержуємо 
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Рівняння (11) запишеться у вигляді 
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                                                                        (13) 

із виразів (8) і (13) визначимо компоненти швидкостей деформацій 
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Для знаходження компонент деформацій необхідно виразити поточний радіус r  через 

початкові параметри заготовки 0r , 0h  та a . Об'єм трубчастої заготовки визначається з відомої 

рівності 

 
 2 2v r a h 

                                                                               (17) 

зміна об'єму є функція двох змінних r  та h . Тому елементарний приріст об'єму можна виразити 

залежністю 

 

 
 2 2 2dv r a dh rh dr    

                                                                    (18) 

де 

 
 2 2

1dv r a dh 
                                                               (19) 

приріст об'єму в осьовому напрямі; 

 2 2dv rh dr 
                                                                                  (20) 

приріст об'єму в радіальному напрямі. 

На підставі допущення (3) запишемо  
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                                                                     1zdv mdv
                                                                       (21) 

 

Підставляючи значення приростів об'єму 1dv  та 2dv  з виразів (19) і (20) в рівняння (21) і 

розділяючи змінні, отримаємо  диференціальне рівняння 

 
 2 2

2dh rdr

h m r a



                                                                               (22) 

Після інтегрування рівняння (22) матиме вигляд: 
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                                                                (23) 
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                                                                                (24)  

Постійну інтегрування знайдемо з початкової умови 
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Остаточно матимемо 
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                                                                                (27) 

Використовуючи умову збереження маси, легко показати, що відношення поточної і 

початкової висоти визначиться виразом 
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Прирівнюючи праві частини виразу (27) і (28), запишемо 
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Звідси виразимо поточне значення радіусу r  через початковий зовнішній 0r  і внутрішній a  

радіуси труби. 
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Підставимо значення 
2r  із залежності (30) у вирази (14) і (15) 
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Після інтегрування рівнянь (31) і (32) одержимо вирази для компонент деформацій: 
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Інтенсивність швидкостей деформацій зсуву   пористого тіла для нашого випадку знайдемо 

з виразу (36) [1,3]: 
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2

32

2

21
3

1
                                                  (36) 

 

 За допомогою рівнянь (14)(15) і (16) 
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                                                                             (37) 

Величину накопиченої в процесі  пластичної деформації матеріалу основи, яка визначається 

інтенсивністю швидкостей деформацій зсуву 0  знайдемо з рівняння поверхні течії [1,3] 

      2
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22 1                                                                    (38) 

З урахуванням виразу (30) отримали: 
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Для визначення напружень, що виникають в пористій трубі, скористаємося умовами 

співвісності інваріантів тензорів напруження і деформацій, які можна записати у вигляді рівнянь: 
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Розв’язуючи рівняння  (40) відносно z , знайдемо 

 z r b C     
                                                                     (42) 

де 
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- коефіцієнти перетворень рівняння (42) з урахуванням співвідношень (14)(15) та (16). 

Перший інваріант тензора напружень в цьому випадку матиме вигляд 

 
    0

1
1 1

3
r b C     

                                                (44) 

Об'єднуючи рівняння (41) і рівняння [1,2] 

    0 e                                                    (45), 

отримаємо 
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За допомогою рівнянь (14), (15) і (44) останній вираз запишеться  
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         2 22 1 1 1 1r rm r m b C a            

                     (47) 

звідси співвідношення для   прийме вигляд: 

  

  

2 2 2 2

2 2 2 2

1
4 1 1 3 2

1
4 1 1 3 2

r

m r m a r r
m

m r m a r r
m



 

 

 

 
      

 
 

      
                                   (48) 

Вираз для різниці   r  з урахуванням останньої рівності прийме вигляд: 

 
 

2

2 2

6

4 4 3 6 3
r r

a m

r m m a



  

  
 

   
                                   (49) 

Через прийнятого нами допущення про відсутність зовнішнього тертя, рівняння рівноваги 

для даного випадку запишеться 
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                                                                         (50) 

Замінюючи різницю   r  в рівнянні (50) її значенням із залежності (49), отримаємо 

диференціальне рівняння відносно r  
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яке розв'язується розділенням змінних. 

Рішенням диференціального рівняння є співвідношення для r  
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Постійна інтеграції С’ може бути знайдений з умови перетворення даної задачі для випадку 

0a  тобто в задачу про тривісне навантаження пористого циліндра. Розвязання останнього 

рівняння з урахуванням допущень (2), (3), (4) приводить до наступного виразу для радіального 

напруження  Crr
  . 
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Шляхом алгебраїчних перетворень рівнянь (43) і (47) з урахуванням залежності (52) і (53) 

знайдемо компоненти   і z . 
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Оскільки при пресуванні контрольованими параметрами є навантаження, які зв'язані через 

напруження zr   ,,  рівністю (1) 

                             zr n                                                                (59), 

необхідно встановити зв'язок між величинами “ m ” та “ n ”.  Підставимо в (59) значення 

радіальних r  і осьових z  напружень з (54) і (56), виразимо “ m ”   через  “ n ”.   
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З виразів (34) і (35) і визначення дійсних деформацій можна отримати співвідношення, що 

зв'язують густину (пористість) і геометричні розміри заготівки і виробу. 
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Висновки. Виконано на основі теорії пластичності пористих середовищ аналіз напружено-

деформованого стану виробів типу труба при їх формуванні із порошків на жорстку оправку при 

тривісному формуванні. Встановлено зв'язок між геометричними параметрами заготівки та 

готового виробу з урахуванням густини (пористості) на всіх етапах формування. Задача розв’язана 

аналітично без врахування сил тертя. В наступному повідомлені планується навести результати 

чисельного аналізу для конкретного технологічного процесу виготовлення виробу. 
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