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ЗГИН КРУГЛОЇ ТРАНСТРОПНОЇ ПЛИТИ, ЧАСТКОВО 

ОПЕРТОЇ НА ЖОРСТКУ ОСНОВУ 
 

В роботі розглянута проблема розрахунку круглої транстропної плити, що знаходиться під 
дією розподіленого навантаження, коли її центральна частина контактує з жорстким 
фундаментом, а край лежить на опорі, піднятій на незначну висоту. На базі уточненої теорії 
згину плит отримано формули для контактного тиску та величини області контакту.  

 
Із теорії згину оболонок і пластин відомо [1], що у випадку залежності крайових умов чи 

навантаження від прогину, самий прогин уже не буде пропорційним до навантаження, а 
розглядувану задачу можна вважати нелінійною, для якої не рекомендується використовувати 
принцип накладання дії сил. Низку подібних (нелінійних) задач для балок і пластин було 
поставлено і розв’язано С.П.Тимошенком [1] та іншими авторами [2,3] на основі рівнянь 
класичної та уточнених теорій згину балок і пластин. У зв’язку з тим, що згадані задачі, у своїй 
більшості вважаються контактними, то їх розв’язки необхідно шукати в уточненій постановці 
рівнянь некласичних теорій пластин (балок) середньої товщини, які обов’язково мають 
враховувати деформацію поперечного обтиснення. 

Розглядається пружна рівновага круглої транстропної плити, що знаходиться під дією 
розподіленого навантаження, коли її центральна частина контактує з жорстким фундаментом, а 
край лежить на опорі, піднятій на незначну висоту   (постановка С.П.Тимошенка [1]). Необхідно 

визначити напружено – деформований стан у плиті, розподіл невідомого контактного тиску ( )q r  
в області контакту r a  та величину самої області контакту. Для одержання розв’язку 
поставленої задачі використовуються рівняння некласичної теорії транстропних плит [4], які 
враховують деформації поперечного зсуву  та обтиснення: 

2
2 1 2D w q q    ; 2D w q    .                                                 (1) 
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2 2 / ;w w q D   2q q q   ; 0,5 /v G G   ;  3 22 /3 1D Eh   ; ,q q    зовнішнє 

навантаження на гранях плити z h  ; w , w — повне  та зсувне переміщення серединної 
поверхні плити. 

Інтегрування системи диференціальних рівнянь (1) здійснюється окремо для кожної з двох 
областей:  

а) центральної частини плити, що лежить на жорсткому фундаменті, де граничні умови 
вибираються такими, щоби переміщення та кут повороту нижньої поверхні плити, включно із 
межею області контакту ( r a ), дорівнювали нулю: 

 , 0; 0; 0
z h

WW r h w
r 




  


;                                           (2) 

б) піднятої кільцевої частини плити, що своїм другим краєм  r R  опирається на жорстку 

опору. Граничними умовами на краю  r R  цієї частини плити будемо вважати умови 
шарнірного опертя: 

  00; , ; ,r
dw QM W R h
dr

   


                                           (3) 
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де      2, 0,5W R h w R A h w A q     — переміщення нижнього краю плити;  

 3 5 / 7
16

hA A E G
E

             
; 

E
E

 


  ;   / 1A     ; 5 /3G h   ; 0 2
qRQ

n
   

— реакція опори плити. Тут число n  величина, яка показує у скільки разів реакція опори плити, 
що частково контактує нижньою поверхнею центральної частини з жорстким фундаментом, 
менша від опорної реакції круглої шарнірно опертої плити під дією розподіленого навантаження. 

Із аналізу граничних умов (2) ,(3) видно, що для кожної з областей можна знайти незалежні 
розв’язки. Разом з тим, вони мусять бути пов’язані між собою статичною та кінематичною 
умовами для центральної частини плити: 

  2

0
2

a
q r rdr a q   ;    , 0W r a h  .                                   (4) 

 
Умови (4) дозволяють знайти величину області контакту та аналітичну залежність між 

навантаженнями ( , )q q   на зовнішніх поверхнях центральної частини плити та переміщенням 
серединної поверхні w . 

З умови (2), що нижня поверхня центральної частини плити лежить на жорсткому 
фундаменті, одержимо наступне рівняння 

     2, 0,5 0W r h w r A h w A q r A q         ,                          (5) 

де  13 5 / 25 /16A A E G h E              . 
З рівняння (5) знаходимо вираз для контактного тиску жорсткого фундаменту на нижню 

поверхню плити 

  20,5A q r w A h w A q        .                                           (6) 
Підставивши вираз (6) у перше рівняння системи (1), одержимо наступне розрахункове 

рівняння відносно переміщення серединної поверхні плити 

 3 2
0 0 0B w D w C w w A A q          ,                                  (7) 

Тут  2 2 2
0 2 0 1 2 0 10,5 ; 0,5 ; 0,5B A h D DA A h C A h            ;  16 1 2A A A      . 

Враховуючи той факт, що коефіцієнт 0B  є величиною другого порядку мализни у порівнянні 
з іншими коефіцієнтами лівої частини рівняння (7), будемо вважати, що із невеликою похибкою, 
яка виникає при цьому, ним можна знехтувати. У результаті, кінцевий вигляд рівняння (7) буде 
наступним 

 2
0 0D w C w w A A q        .                                              (8) 

Розв’язок цього рівняння, при 0 02C D , має вигляд 

   1 0 2 0w Au A v w     ,                                                     (9) 
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;  4

0 0 0/ ;r d d D   ; 

2
0 0 0/ 2b C d ;  0

iJ e   — функція Бесселя першого роду від комплексної змінної;  

w =  A A q   — частковий розв’язок рівняння (8); 1 2,A A — сталі інтегрування. 

Розв’язок другого рівняння системи (1) запишеться через переміщення w  у вигляді 
співвідношення [2]:  

1 2 2 2w D w q q         ,                                                 (10) 
де   5 /3G h   . 
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Підставивши розв’язок (9) у вираз (6) одержимо формулу для контактного тиску жорсткого 
фундаменту на нижню поверхню плити:  

       

       

2 2
1 0 0

2 2
2 0 0 0

1 0,5 cos 2 0,5 sin 2

1 0,5 cos 2 0,5 sin 2 , / ,

A q A t A u t A v

A t A v t A u A q t h d

    

   

 

 

        
        

  (11) 

З умови, що контактний тиск на межі області контакту ( r a ) має дорівнювати нулю 

 0 0/ 0q a d   ,                                                            (12) 
знайдемо одну з невідомих сталих інтегрування: 

     
12 2

2 1 0 0 0 0 01 0,5 cos2 0,5 sin 2A A A q t A v t A u    
          

, 

     

     
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t A u t A v
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
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     
     

. 

Таким чином, вираз (11) для контактного тиску зводиться до наступного вигляду 

        1 1 0 2 0 1A q A C u C v A q               .                   (13) 
 

      Тут            
     
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; 

                 2 2
1 2 01 0,5 S 2 ; 0,5 C 2C t A C t A       ;    0S 2 sin 2 cos 2     ;  

                0C 2 cos2 sin 2     . 
У зв’язку із тим, що друга рівність у граничних умовах (2) задовольняється тотожно, то для 

визначення сталої 1A  скористаємося першою з умов (4). У результаті, отримаємо 

 

   

0

0

2
00

1
1 0 2 00

A q d
A

C u C v d




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   

     
  




.                                                            (12) 

Загальні розв’язки першого і другого рівнянь системи (1) для частини плити, що не контактує з 

фундаментом ( a r R  ), де 0q  , мають вигляд: 

 2 2 4 4
1 2 3 4ln ln / 64w B B r B r B r r qR r D        ,                         (13) 

1 2 lnw C C r    ,                                                         (14) 

де /r r R ;  , 1 4iB i   ,  , 1,2iC i   невідомі коефіцієнти, які необхідно знайти із граничних 
умов (2), (3). 
     Для зручності підрахунків будемо вважати, що підняття країв плити на висоту   еквівалентне 
величині реакції опори 0Q . Задовольнивши граничній умові на краю плити для поперечної сили— 

  0r
wQ D w Q
r r
      

 
, 

одержимо:    
4

0
4 8

n qRB
D

  ,  
2

0
2 0

1;
2

n qR nC n
n


 


. 

Інші граничні умови (2), (3) дозволяють знайти наступні коефіцієнти: 
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 
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64 1 16 1 4 21

n qRA h A hB B B A q
DR R

n qR nqR A h qR qRB
D D D DR



    
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  
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                  
4 4 2 2 2

2 0
3 0 2

ln3 0,82 1
1 32 8 4 11

nqR qR qR A hB n
D D D 

 
 

 

 
          

 ; 

                 
2 2

1 2 ln ; / ; 1 0,125 /
4

qRC C a R G G
         


 . 

      Величину області контакту a , а також значення висоти підняття краю плити  , що відповідає 
цій області контакту, знаходимо із наступних залежностей: 

     2
02

0 2 2 2
4 1 ln 3,23 1 2 0

(1 )

n hn
R

 
  

 

 
      


;                               (15) 

 
2 4 2

1 3 02 2
2 81 1 2 1

64
A h qR A hB B n A q

DR R
      
                

.                       (16) 

Тут     2 2
01 / 0,5G G n            . 

Отримавши розв’язок рівняння (15) та використавши формулу(16) для  , були пораховані 
узагальнені — відносна величина області контакту /a h   та узагальнене значення висоти 

підняття краю плити 
4

/
16
qR

D
 

 
   

 
 , що відповідає цим величинам області контакту для  різних 

товщин та матеріалів залежно від параметра n. Відповідні дані розміщені в (табл. 1,2). 
Табл.1. 

 Значення відносної величини області контакту   
Клас. / 15R h   / 5R h   n 

/ 0G G   / 1G G   / 10G G   / 1G G   / 10G G   
1.52 0,217 0,229 0,298 0,290 0,449 

2 0,423 0,429 0,470 0,467 0,591 
3 0,633 0,636 0,656 0,659 0,735 
4 0,731 0,734 0,747 0,751 0,805 
10 0,897 0,899 0,903 0,910 0,927 

У другій колонці обох таблиць розміщені дані, пораховані на основі гіпотез на основі 
класичної теорії тонких пластин Кірхгофа, де відношення / 0G G  . Інші колонки з даними 
відповідають ізотропному ( / 1G G  ) та транстропному ( / 10G G  ) матеріалам, коли / 1E E   . 
Необхідно також зауважити, що параметру n=1 відповідає значення 0  . Це випадок, коли 
контакт середньої частини плити з жорстким фундаментом відсутній, а відносне переміщення 

 зводиться  до безрозмірного переміщення 
 
5

2 1









  круглої шарнірно опертої плити, 

визначеного за класичною теорією тонких пластин Кірхгофа. У випадку 0,3   переміщення 

1.019  . 
Аналіз даних, приведених у табл.1 показує, для тонких ізотропних пластин ( / 15R h  ) 

результати, що одержані для величини   за уточненою теорією майже не відрізняються від 
аналогічних результатів класичної теорії. Разом з тим, для випадку пластин середньої товщини 
( / 5R h  ) така різниця уже може перевищувати 32% для n=1,52. У випадку транстропного 
матеріалу ( / 10G G  ) величина області контакту може різнитися більше, ніж у два рази.  
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Табл.2. 
 Значення узагальненої висоти підняття краю плити   

Клас. / 15R h   / 5R h   n 
/ 0G G   / 1G G   / 10G G   / 1G G   / 10G G   

1.52 0,235 0,247 0,377 0,321 1,052 
2 0,071 0,079 0,168 0,131 0,581 
3 0,012 0,015 0,056 0,039 0,245 
4 0,003 0,005 0,028 0,019 0,134 
10 0,0001 0,003 0,004 0,002 0,019 

 
     Висновок. 
     Сумісний аналіз одержаних формул і числових даних табл. 1,2 показує, що залежність між 
величиною області контакту та висотою підняття краю плити, тобто коловою реакцією, а також і 
зовнішнім навантаженням, є нелінійною функцією. Отримати коректний розв’язок поставленої 
задачі без урахування поперечного обтиснення — неможливо. 
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