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Запропоновано методику розрахунку шліцьового вала із шліцами прямокутного профілю. 

Його моделлю є пружний круглий диск, частково підсилений на контурі пружними криволінійними 
брусами. Задача зведена до системи двох сингулярних інтегральних рівнянь з ядрами Гільберта, 
числова реалізація якої здійснена методом колокації. Досліджено вплив на напружений стан 
диска і підсилення геометрії зубів. 
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Актуальність роботи. Розробка ефективних і надійних методів розрахунку шліцьових 
з’єднань, які можуть виходити з ладу через пошкодження робочих поверхонь шліців у вигляді 
зносу чи зминання, злому по їх основі, а також через руйнування деталей – вала чи маточини, є 
досить актуальною проблемою. Успішному її вирішенню сприяли дослідження питань контактної 
взаємодії тонкостінних пружних елементів і масивних циліндричних тіл [1, 2], в яких 
підсилювальні елементи моделювалися пружними лініями, що ототожнювалися з фактичною 
лінією спаю. Уточнені розрахунки шліцьових з’єднань, в яких зубці моделювалися 
криволінійними брусами сталої ширини, лінія фактичного спаю яких не співпадає з їх 
геометричною віссю, наведені в [3]. Дослідження напруженого стану маточини із шліцами 
прямокутного профілю, які вважалися пружними лініями з нульовою жорсткістю на згин, 
запропоновано в [4]. 

Робота присвячена розрахунку шліцьового вала з прямобічними шліцами, моделлю якого є 
пружний круглий диск, підсилений на рівновіддалених ділянках контура пружними 
криволінійними брусами. Для цієї задачі побудована система двох сингулярних інтегральних 
рівнянь з ядрами Гільберта, наближений розв’язок якої реалізовано методом колокації. 

Постановка задачі. Розглянемо пружний круглий диск товщиною h2  і радіусом 10  ,  
контур   якого на ділянках 

 
1

0
001 2;2






N

k

NkNk  ,    
N20
  ,  1..0  Nk  

підсилено N  однаковими пружними стрижнями прямокутного профілю (рис.1), які виготовлені з 
того ж матеріалу, що й диск. Його без зазору та натягу вставлено в отвір пружної пластинки, який 
має форму поперечного перерізу шліцьового вала. В центрі диска прикладено пару сил з 
моментом 0M , внаслідок чого пластинка і диск вступають у взаємодію, яка здійснюється по 
бічних гранях зубів. Зовнішні поверхні пластинки і диска не контактують. Будемо вважати, що в 
зонах гладкого контакту пластинки і торця підсилювального стрижня діють рівномірно 
розподілені нормальні зусилля q , які зводяться до осьової сили 0P . Розв’язок задачі полягає у 
визначенні напруженого стану на контурі диска і в підсилювальних елементах. 

Стрижні будемо моделювати тонкими пружними криволінійними брусами [5], лінія 
фактичного спаю яких з диском не співпадає з їх геометричною віссю.  

Середню поверхню диска віднесемо до полярної системи координат  ,  з полюсом в 
його центрі. Полярна вісь проходить через середину одного із підсилювальних стрижнів.  
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Рис. 1 

 
Будемо вважати, що торець підсилення має закруглену форму, як показано на рис.2. Тоді 

позначивши через 0b  глибину паза пластинки, ширину стрижня визначаємо такою залежністю 

 
Рис. 2 

 

 

 
 
   

 
 
   

 























 

















 



,,,1
sin
sin

;,,
sin

sin

;,,

;,,
sin

sin

;,,1
sin
sin

20
0

0

120
1

1

110

210
1

1

02
0

0


























R

b

R

b  (1) 

   







 


R
Rb 100 sin

arcsin


 ,      ;,, 2112     

 











Rb
R

00

00
1

sin
arcsin




 ,   










100

00
2 cos

sin





Rb
arctg . 



 Міжвузівський збірник "НАУКОВІ НОТАТКИ". Луцьк, 2013. Випуск №40  

© С.М. Бабич 
 

 

9 

Умовно відділивши підсилювальні стрижні від диска, а їх дію замінюючи невідомими 
контактними зусиллями T  і S , прийдемо до першої граничної задачі плоскої теорії пружності 

для круга, на проміжку 1  якого діють зусилля T  і S  (рис.3). 
 

 
Рис. 3 
 

Згідно з постановкою задачі напружено-деформований стан на контурі   буде симетричний, 
тому 
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N
k 2

0  ;    00 ;  ;  1..0  Nk . 
Граничні умови на ділянці підсилення мають вигляд [6] 
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Компоненти напружено-деформованого стану на контурі диска визначаються за формулами, 

наведеними в [6], які в даному випадку записуються так  
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де  , E  –коефіцієнт Пуассона та модуль Юнга матеріалу диска. 
Компоненти деформації волокна стрижня, яке спаяне з диском, знаходимо із співвідношень 
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Вирази для внутрішніх зусиль  P  і моментів )(* bL , що виникають у стрижні, визначаємо 
із умов рівноваги його частини (рис.3) 
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де   xxh  00 cos  – плече зусилля  xq ,  0,0 dx ; 
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Кільцеві зусилля T  на контурі диска знаходяться за формулою [6] 
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Система рівнянь (7) має таку структуру, як і відповідна система в роботі [3]. Тому для її 
наближеного розв’язання застосовуємо метод колокації. 

Результати числового розрахунку сил 
0P

T , 
0P

S , 
0P

T  на контурі диска при 6N ,  

3.0 , 
3
0bR  , 32M  подані на рисунку 4. Штрихові лінії побудовані для випадку 1.00 b , 

суцільні – 15.00 b , штрихпунктирні – 2.00 b  
 

 
Рис. 4 

 
Висновки. Аналізуючи отримані результати, можна зробити висновки, що  

 в околі торців підсилювальних стрижнів у зоні спаю і за її межами компоненти напружено-
деформованого стану набувають необмежених значень. Це пояснюється тим, що в околі точок 

NkN  22  , 1..0  Nk  виникають локальні пластичні зони;  
 із зменшенням висоти зуба дотичні та кільцеві зусилля зростають, а нормальні – при наближенні 

до кінців ділянки підсилення зростають, в середині цієї ділянки – зменшуються; 
 аналогічна задача може бути розв’язана для пружної пластинки із прямобічними пазами. 
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