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ДО ПИТАННЯ ПРО НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН АНІЗОТРОПНИХ 

ОБОЛОНОК СЕРЕДНЬОГО ЗГИНУ 
 

В роботі представлено підхід стосовно отримання геометрично нелінійних неоднорідних 
диференціальних рівнянь про напружено-деформований стан анізотропних оболонок, що 
ґрунтується на теорії типу Тимошенко. 

 
Ключові слова: анізотропна оболонка, напружено-деформований стан,  теорія типу 

Тимошенко. 
 
Питання про напружено-деформований стан (НДС) тонких анізотропних оболонок 

представлено в незначній кількості робіт [7, 3, 6, 9, 11, 12, 13, 14, 15]. Найбільш ґрунтовно воно 
висвітлене в монографії [3]. В практиці розрахунків також користуються поняттям оболонок 
середньої товщини. Відомо, що для їх розрахунку слід використовувати уточнені теорії. Найбільш 
широкого вжитку серед яких набула  теорія типу Тимошенко [12, 15]. Тому, в даній роботі 
представлений підхід стосовно отримання нелінійних рівнянь теорії типу Тимошенко  про НДС 
анізотропних оболонок. 

Розподіл переміщень wu ,,  за товщиною оболонки згідно з  гіпотезами Тимошенко такий:  

1zuu  , 2zvv  , zww  ,    (1) 
де wu ,,  в правій частині виразів – відповідні переміщення серединної поверхні оболонки, z  – 
координата за якою змінюється товщина оболонки. 

В [10] на цій основі
 
представлено вираз для потенціальної енергії анізотропних оболонок 

середньої товщини  
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В (2) жорсткості ijC , ijB , ijD  визначаються загальноприйнятими формулами [7]. Для 

присутніх жорсткостей  *
ijС ,  *

ijB , ijB  маємо такі вирази: 
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У них використані відомі з диференціальної геометрії позначення: 
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ейлерова різниця поверхні. 
Співвідношення закону Гука для анізотропного матеріалу з однією площиною симетрії 

мають вигляд [5]: 
121633132212111111  aaaa  ,  122633232222111222  aaaa  , 

123633332223111333  aaaa  ,  1345234423  aa  ,  

3155234513  aa  ,     126633362226111612  aaaa  .           (4) 

Для деформацій з точністю до квадратичних членів в [4] отримано: 
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Деформації та прирости кривин і кручення такі: 
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В (8) використані позначення: 
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Кути повороту та залежності  для кривин і кручення  ij  мають вид: 
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У виразі кручення  12  маємо нову функцію  , а також ijv   
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Згідно [1, 2]  потенціалу у вигляді (2) достатньо для побудови канонічної системи рівнянь 
нелінійної теорії оболонок при використанні перетворень Лагранжа та побудови варіаційного 
принципу типу Рейсснера, що буде розглянуто нижче. 

За використанням виразу потенціальної енергії (2) виконаємо перетворення Лежандра згідно 
загальної схеми. Введемо нові змінні: 
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Тут ijT , ijQ , ijM – зусилля та моменти, що діють в перерізах оболонки. 

Введемо нову гамільтонову функцію 
VQQMMMTTTHq  13132323121222221111121222221111 

 
.
 
(13) 

Вираз потенціальної енергії (2) в згорнутій матричній формі такий 
    2121 ,' ,  ddAAVV ,                                         (14) 

де      DBCV TTT  2
2
1 ,' . 

За використанням (13), (14) отримаємо інтеграл дії, що являє собою функціонал Рейсснера  
  АddAAHuTuTuMuTП q

TT
R   2121223113  )()()()(  .

        
(15) 

Інтеграл у виразі (15) хоча є іншою формою запису функціоналу потенціальної енергії, але 
він має екстремальні властивості. Різниця в тому, що  в ньому незалежно варіюються як 
переміщення, так і зусилля. Принцип Рейсснера у вигляді (15) дозволяє отримати канонічну 
систему рівнянь, яка складена із рівнянь рівноваги, стану та відповідним їм граничних умов. 

Розв’язок задачі НДС анізотропних оболонок додатної та відємної гауссових кривин 
проведемо за  використанням методу дискретної ортогоналізації [13]. Для отримання відповідних 
розв’язувальних рівнянь теорії анізотропних оболонок  скористаємось частинним варіаційним 
принципом. Виконаємо перетворення Лежандра, ввівши нові змінні: 
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 В (17) введені наступні матричні позначення: 
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Із співвідношення 
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знаходимо  
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Підставивши значення  для 1  в (17) отримаємо 
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При урахуванні 1  одержимо функцію Гамільтона 
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У відповідності до методу Гамільтона створимо інтеграл дії  
          AddAAHuTuMuTuTA qR 2121113111112121111  .

  
(24) 

де  uij – вирази відповідних деформацій (5), що записані через переміщення, 13T  – 
множник Лагранжа, A  – робота зовнішніх навантажень. 

Знайдемо варіацію функціонала RA  
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Варіацію роботи зовнішніх сил подамо у такому вигляді 
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Враховуючи, що сума робіт зовнішніх сил дорівнює нулю, а варіації зусиль, моментів і 
переміщень є довільними величинами, можна прирівняти до нуля варіації при них. Отримаємо 10 
диференціальних рівнянь ІІ порядку, що описують геометрично-нелінійний НДС оболонок типу 
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Тимошенко, разом з відповідними їм граничними умовами. 5 рівнянь описують рівноважний стан, 
а інші 5 є рівняннями стану 
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Граничні умови формуються відносно однієї з величин з кожної пари 

 uT ,*
11 ,   ,*

12T ,  wT  ,*
13 ,  111, M ,  113 , Q  при const1 . 

 
Отримана система рівнянь (27) є нелінійною. Вона разом з граничними умовами дозволяє 

отримувати параметри НДС анізотропних оболонок обертання середньої товщини. Подібна 
система рівнянь отримана в [3] для тонких оболонок. Їх відмінність – в двох рівняннях стану та 
наявності п’ятого рівняння рівноваги. Зазначені геометрично нелінійні неоднорідні 
диференціальні рівняння дозволяють враховувати в напруженому стані вплив поперечного зсуву 
за товщиною оболонки. 
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