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УДК 539.3 
 

В.П. Ревенко 
ВИЗНАЧЕННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ НАВАНТАЖЕНОГО НА 

ТОРЦЯХ ДВОШАРОВОГО ЦИЛІНДРА 
 
Розглянуто вісесиметричний напружено-деформований стан скінченного двошарового циліндра, 

навантаженого на торцях. Розроблено метод аналітично-числового розв’язання крайових задач для двошарового 
циліндра. Вперше теоретично встановлені числові критерії збіжності методу і показано, що точність задоволення 
крайових умов оцінюється одним числом – мінімумом узагальненої квадратичної форми.  

Ключові слова: скінченний двошаровий циліндр, напружено-деформований стан, узагальнена квадратична форма. 
Рис. 1 Форм. 20. Літ. 13. 
 

В.П. Ревенко 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 

НАГРУЖЕННОГО НА ТОРЦАХ ДВУХСЛОЙНОГО ЦИЛИНДРА 
 
Рассмотрено осесимметричное напряженно-деформированное состояние конечного двухслойного цилиндра, 

нагруженного на торцах. Разработан метод аналитическо-численного решения краевых задач для двухслойного 
цилиндра. Впервые теоретически установлены числовые критерии сходимости метода и показано, что точность 
удовлетворения краевых условий оценивается одним числом – минимумом квадратичной формы. 

Ключевые слова: двухслойный конечный цилиндр, напряженно-деформированное состояние,обобщенная 
квадратичная форма. 

 
V.P. Revenko 

DETERMINATION OF STRESS-STRAIN STATE OF TWO-LAYER CYLINDER OF 
LOADED ON THE ENDS 

 
We consider axisymmetric stress-strain state of the finite two-layer cylinder on the ends loaded. The method of analytical 

and numerical solution of boundary value problems for two-layer cylinder is determinated. For the first time theoretically 
established numerical criteria for convergence of the method and show that the accuracy of satisfaction of the boundary 
conditions is assessed by a single number – the minimum of a quadratic form. 

Keywords:  two-layer finite cylinder, the stress- strain state, generalized quadratic form. 
 
Вступ. Багатошарові пружні циліндри, а особливо двошарові – поширені елементи 

будівельних та інженерних конструкцій. Огляд праць з розв’язування вісесиметричних задач для 
багатошарових циліндрів, напружено-деформований стан (НДС) яких залежать тільки від однієї 
просторової змінної, наведено у публікаціях [1, 2], а з врахуванням динамічних ефектів у [3, 4]. 
При розрахунку статичного напруженого стану двошарових циліндричних тіл широко 
використовують спрощені двовимірні моделі циліндричних оболонок [5, 6]. У працях [7–11] 
вивчалися задачі теорії пружності у циліндричній системі координат з використанням однорідних 
розв’язків (власних функцій). 

Знайдемо вісесиметричний НДС шаруватого циліндра, який знаходиться в стані статичної 
рівноваги і має два шари: внутрішній шар ])},[][0,2],([),,{(= 101 hhRRzrD   з 
характеристиками матеріалу 1E , 1 , 00 R ; зовнішній – 

])},,[][0,2],([),,{(= 212 hhRRzrD   2E , 2 , див. рис. 1. До торців циліндра прикладені 
неперервно-розподілені нормальні )rj

m (  і дотичні )rj
m (  навантаження.  

 )) rhrrhr j
m

j
zr

j
mm

j
z (=),(,(=),(  . (1) 

де hhhh  21 , , нижній індекс m  описує торці, верхній індекс 1j  описує внутрішній, 
2j  – зовнішній шар циліндра. Бічна поверхня вільна від навантажень 

     0=,0,=, 22 RzRz rzr  . (2) 
На поверхні контакту шарів виконуються умови ідеального контакту: 
 1212

zzrr uuuu  , ,  1212
rzrzrr  ,  1Rr  . (3) 
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Рис. 1. Навантаження двошарового циліндра 

 
Для визначення пружних переміщень j

z
j

r uu ,  в j -шарі використаємо загальний розв’язок 
рівнянь Ляме [7, 11]:  
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де jjj zP  , а j , j , 21,j  – гармонічні функції переміщень, які залежать тільки від 
двох координат. 

Використавши переміщення (5) і закон Гука [11], знайдемо напруження 
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де jG  – модулі зсуву. 
При задоволені крайових умов потрібно із навантажень (1) виділити основний напружений 

стан, який відповідає заданим головним векторам сил і моментів [8, 11]. Це пов’язано з тим, що 
основний і самозрівноважений напружений стан мають різну фізичну природу [Р20094R] і 
відповідно описуються різними функціями. При побудові загального виразу основного НДС у 
скінченному циліндрі використаємо працю [8]. Спочатку визначимо сили, прикладені до шарів на 
торцях циліндра 
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де індекс m  відповідає торцям, а j  – шарам циліндра. Нормальні j
mT  сили прикладені до 

середини відповідних торців циліндра, а їх напрямок співпадає з віссю Oz . Так як бічна поверхня 
вільна від навантажень, то сума проекцій всіх зусиль на вісь zO , рівна нулю 
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Згідно з [8] запишемо основний НДС: для внутрішнього 1Rr    
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і зовнішнього 21 RrR   шару 



 Міжвузівський збірник "НАУКОВІ НОТАТКИ". Луцьк, 2014. Випуск №44  

© В.П. Ревенко 
 

235 

 
,

4
=0,=

0),(
2

=

2

2

2
2

2
12020

20

2

2
1

2
2

2

2
120

r
Ar

hS
TT

hz
hS

TT
S
T

rz

rz












,,

,, ,
 (9) 

 де 2
11 = RS  , )( 2

1
2
22 = RRS  , 2

2
2

2
2

2
1

2 4
R

hS
TTA 

 , цифра 0 вверху відноситься до 

компонентів тензора і напружень основного НДС. Відзначимо, що напруження (9) задовольняють 
крайові умови (2). 

Із узагальненого закону Гука після інтегрування і перетворень знайдемо переміщення в 
шарах 
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де 2
j  – символ Кронекера, jG  – модулі зсуву. 

 Після виділення напружень основного НДС (8), (9), до торців циліндра будуть прикладені 
самозрівноважені навантаження, які мають нульові головні вектори сил і моментів. Отже, 
самозрівноважений стан буде заникати при віддалені від торців. 

У працях [7, 11, 12] наведено алгоритм знаходження самозрівноваженого напруженого стану 
для суцільного і товстостінного циліндрів. Використавши цей алгоритм, виразимо 
самозрівноважений напружений стан кожного шару циліндра через три набори функцій 
переміщень, які відповідно відповідають за задоволення умов на торцях, зовнішній і внутрішній 
бічні поверхні шарів циліндра 
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 де N  − довільне натуральне число, hz/= , 1,1][ , Rr/= , [0,1]  – безрозмірні 

змінні; 1dkk  , 401 ,d ; j
k

j
k ba ,  − невідомі коефіцієнти, hRc /= , )(rJn , )(rIn , )(rKn  – 

функції Бесселя і Макдональда [13]. Тут і надалі 01 ka , 01 kb , якщо Nk 4 .  
 Використаємо подання функцій переміщень (11) і співвідношення (4) та знайдемо 

явний вираз переміщень у вигляді суми рядів: 
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Підставимо функції (11) у співвідношення (5) та знайдемо компоненти тензора напружень у 
вигляді таких сум рядів: 
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Тут і надалі штрих вверху позначає похідну по r . 
Підставимо компоненти вектора переміщень (12) і тензора напруження (13) в крайові умови 

(1)–(3) та після математичних перетворень одержимо систему рівнянь: 

 ),(=)(
1=

 mkmk

M

k
PAc ,  41,=m , [0,1] , 

 ),(=)(
1=

 mkmk

M

k
PAc , 105,=m , 1,1][ , (14) 

де  
NM 20 ,  1

4
1 =,= kNkkk bcac  , ,Nk 41,=   2

14
2

8 =,= kNkkNk bcac  , ,Nk 61,=  

 
2

1

1

2
1

2
1

2
1

12 0,
2

)(=)(,
2

)(=)(
R
R

G
RP

G
RP m

m
m

m 





 , 
2

2
2

12 2
)(=)(

G
RP m

m


 , 

 1,
2

)(=)(
2

1

2

2
2

2 



R
R

G
RP m

m , 21,=m , 0=)(mP , 105,=m . 

Значення функцій kmA ,  легко визначається із умов (1)–(3). 
Зведення проблеми розв’язку системи рівнянь (14) до пошуку мінімуму узагальненої 

квадратичної форми. Виражені через функції NjNj ,, ,   переміщення (4) і напруження (5) 
точно задовольняють співвідношення вісесиметричної теорії пружності. Для оцінки похибки 
наближеного розв’язку скінченної системи рівнянь (14), яка описує крайові умови на бічній 
поверхні і умови контакту шарів, запишемо нев’язки для заданого 1N  

 || , )()(  mNm Pf , 41,=m , || , )()(  mNm Pf , 105,=m , (15) 

де )(=)(
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k
Nm Acf ,, ) , 105,=m . У працях [7, 8, 11] 

розроблено метод, використання якого дозволяє одночасно мінімізувати всі нев’язки (15). 
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Використаємо його і зведемо процес числового задоволення умов (14) до пошуку мінімуму такої 
узагальненої квадратичної форми:  
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Там же запропонована методика аналітичного обчислення інтегралів kjW , kV , які 
визначають коефіцієнти узагальненої квадратичної форми, що дозволяє знайти значення 
невідомих змінних kc  з високою точністю і підвищити швидкодію методу. 

За своїм означенням узагальнена квадратична форма (16) є невід’ємна. Її мінімум позначимо 
)(NF , а змінні, на яких він досягається – N

kc . Із умови мінімуму квадратичної форми одержимо 
систему лінійних рівнянь:  

 jkj
N
k

M

k
VWc =

1=
 , Mj 1,= . (17) 

Із рівнянь (17) обчислимо змінні N
kc , Mk 1,= , визначимо коефіцієнти j

k
j

k ba ,  і знайдемо 
шукані функцій переміщень NjNj ,, ,  , через які виразимо компоненти вектора переміщень і 
тензора напружень у двошаровому циліндрі. 

Встановлення умов збіжності наближеного розв’язку. Покажемо, що для побудованих 
функцій NjNj ,, ,   і знайденого мінімуму квадратичної форми (16) вірні наступні твердження: 

Лема. Функція )(NF  є невід’ємна і не зростає. 
Доведення леми подібне, як в [11]. 

Теорема. Якщо для довільного 0>  існує N , таке, що 
4

<)(
2NF , то існують межі 

послідовностей 
 NjNjNjNj ,, limlim 


=,= , 21,j , 

а знайдені переміщення та напруження точно задовольняють крайові умови (1)–(3) у 
метриці 2L . 

Відзначимо, що квадратична форма (16) вибрана таким чином, що для її мінімуму )(NF  і 

знайдених невідомих коефіцієнтів N
kc  буде виконуватись рівність 

 =)(NF  


dPfdPf mNm
m

mNm
m

2
1

1

10

5=

2
1

0

4

1=
)()()()( ][][ ,, . (18) 

Доведення. Розглянемо послідовність малих додатних чисел N , яка збігається до нуля. 
Згідно з умовою теореми ця послідовність існує і їй відповідає послідовність натуральних чисел 

N . Відповідно з лемою і умовою теореми для довільного 0>  існує таке N  і N , що 
виконується  
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<)()(
2
NNFkNF 

  

для будь-якого натурального k , а отже, якщо спрямувати 0 , то одержимо в границі 
 0=)(NF

N 
lim . 

Покажемо, що при зменшені N , 0 N  і відповідно збільшенні N , переміщення і 

напруження побудовані з використанням коефіцієнтів N
kc  і функцій (11) задовольнятимуть умови 

(14) з заданою похибкою   у метриці простору 2L . Дійсно, з умови (18) і нерівності трикутника 

слідує, що послідовності функцій )(Nmf ,  є фундаментальними, оскільки  

 101,=,<<)(2 mNFPfPfff Nmkmmjmkmjm  ,,,,  

для будь-яких Njk , . Отже, існують границі функцій )(Nmf , , )(Nmf , , які позначимо  

 )(=)( 


NmNm ff ,lim , 41,=m , )(=)( 


NmNm ff ,lim , 105,=m . 

Крайові умови (14) також задовольняються із заданою похибкою 0>N  у метриці 2L , 
оскільки згідно з (18) одержимо наступні оцінки  

 /2,<)( N
n

m
n

Nm NFPf ,  101,=m . (19) 

Спрямуємо в нерівностях (19) 0N , і в границі одержимо, що функції )(n
mf  точно 

задовольняють крайові умови (14) у метриці простору 2L . Отже, маємо  

 0=n
m

n
m Pf  , 101,=m . (20) 

Ми показали, що у випадку виконання умов теореми, напруження які визначають функції 
 NjNjNjNj ,, limlim 


=,= , 21,j  

точно задовольняють всі рівняння і співвідношення вісесиметричної теорії пружності та 
умови (14) у метриці 2L . Умови (14) повністю еквівалентні крайовим умовам (1)–(3). Кінець 
доведення. 

Відзначимо, що у випадку коли функції )(mP  будуть неперервними, то умови (20) будуть 
задовольнятися у нормі простору 1][0,C  або 1]1,[C .  

Висновки. Обґрунтовано новий аналітично-числовий метод розрахунку НДС скінченого 
двошарового циліндра. Встановлено, що напружено-деформований стан двошарового циліндра з 
навантаженими торцями розділяється на основний напружений стан, який відповідає заданим 
головним векторам сил прикладеним на торцях, і самозрівноважений стан. Самозрівноважений 
стан описується трьома наборами базових функцій, які заникають при віддалені від торців або 
бічної поверхні циліндра. Розроблена методика апроксимації умов ідеального контакту прилеглих 
шарів і крайових умов скінченною кількістю базових функцій. Знаходження вісесиметричного 
напруженого стану циліндра зведено до розв'язання скінченної системи одновимірних рівнянь. 
Дослідження розв'язку одержаних систем рівнянь зведено до знаходження мінімуму узагальненої 
квадратичної форми, коефіцієнти якої виражаються через тригонометричні і бесселеві функції. 
Вперше встановлено, що числове значення мінімуму узагальненої квадратичної форми визначає 
збіжність розв’язку і дає оцінку похибки задоволення всіх крайових умов на поверхні 
двошарового циліндра і умов ідеального контакту. 
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