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КРИВИНИ ВЗДОВЖ ГОЛОВНИХ НАПРЯМІВ І ЗАДАНИМИ КУТАМИ НАХИЛУ 
ДОТИЧНИХ ДО НИХ В ЇХ КІНЦЕВИХ ТОЧКАХ 

 
У статті розглядається питання геометричного моделювання ділянок поверхонь з лінійними законами 

розподілу кривини вздовж головних напрямів за умови, що задані кути нахилу дотичних до них в їх кінцевих 
точках. 
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В статье рассматривается вопрос геометрического моделирования участков поверхностей с линейными 

законами распределения кривизны вдоль главных направлений при условии, что заданы углы наклона касательных 
к ним в их конечных точках. 
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The article discusses the geometric modeling of surfaces with a linear distribution along the principal directions of 
curvature, provided that the specified angles tangent to them at their endpoints. 
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Постановка проблеми. Проектування й виготовлення виробів складної геометричної форми, 

що стало можливим також і завдяки появі новітніх технологічних процесів, нових матеріалів 
тощо, вимагає від фахівців з прикладної геометрії розробки нових підходів до моделювання 
поверхонь, які описують зовнішні й внутрішні обводи тих чи інших деталей, що входять до складу 
виробів технологічно складних галузей промисловості: авіаційної, автомобільної, суднобудівної, 
турбобудівної та інших. Незважаючи на те, що в сучасній літературі можна знайти достатньо 
методів геометричного моделювання різноманітних поверхонь, все ж таки і на цей час розробка 
нових підходів до їх моделювання є питанням актуальним. Останнім часом посилилася увага до 
моделювання поверхонь із застосуванням певних залежностей розподілу кривини. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Аналіз літературних джерел показав, що при 
моделюванні плоских і просторових кривих ліній широко застосовуються лінійні, квадратичні, 
кубічні графіки розподілу кривини від довжини дуги. Для просторових кривих додатково 
розглядаються залежності скруту від довжини дуги. Висвітлення результатів подібних досліджень 
можна знайти в роботах таких фахівців як С.Ф. Пилипака, В.М. Несвідомін, С.А. Устенко та 
інших. Теоретичні основи моделювання поверхонь закладені в роботах фахівців з диференціальної 
геометрії [3, 6]. Серед робіт, присвячених розробці різноманітних методів опису поверхонь, можна 
виділити наступні [2, 4, 8]. Певний інтерес викликають публікації, в яких моделювання поверхонь 
виконується у системі супровідного тригранника напрямної кривої [6].  

Застосування певних графіків розподілу кривини поширено на моделювання поверхонь. Так, 
у роботі [7] розглядається моделювання поверхонь з лінійним розподілом кривини вздовж двох 
головних напрямів, в ній показано, що, надавши тим чи іншим коефіцієнтам лінійних законів 
розподілу кривини певні значення, можна отримати деяку поверхню. Але в цій роботі не 



Міжвузівський збірник "НАУКОВІ НОТАТКИ". Луцьк, 2015. Випуск №48 

© О.Ю. Агарков 

                                                                                                                                                       9 

ставилося питання побудови ділянки поверхні, яка проходила б через наперед задані точки 
простору.  

Метою дослідження є подальший розвиток ідей моделювання ділянок поверхонь з 
лінійними законами розподілу кривини вздовж головних їх напрямів, запропонованих у роботі [1]. 
На відміну від цієї роботи пропонується враховувати кути нахилу дотичних в кінцевих точках 
криволінійних координат, які обмежують ділянку поверхні, що моделюється. 

Основні результати дослідження. Розглянемо ділянку деякої поверхні, показаної на рис. 1. 
На цьому рисунку під du і dv розуміються диференціали криволінійних координат u і v головних 
напрямів поверхні; кути (u, v), (u, v) є кутами нахилу дотичних до головних напрямів поверхні в 
точці 0. 

З розгляду рис. 1 випливають наступні співвідношення: 
  ;,cos duvudx   
  ;,cos dvvudy   

   dvvuduvudz ,sin,sin  . 
Фрагменту поверхні, показаному на рис. 1, відповідають певні закони розподілу кривини 

k1(u, v) і k2(u, v), які залежать від значень криволінійних координат u і v. 
З теорії диференціальної геометрії [4, 7] відомо, що кривина поверхні дорівнює швидкості 

зміни кутів нахилу дотичних φ та  до головних її напрямів, тобто: 

 vuk
du
d ,1


;    vuk
dv
d ,2


. 

Інтегруванням цих виразів визначають залежності для розрахунку кутів нахилу дотичних до 
головних напрямів поверхні u і v в довільній її точці: 

   
u

duvukvu
0

10 ,, ; 

   
v

dvvukvu
0

20 ,, , 

де φ0 і θ0 – кути нахилу дотичних до головних напрямів поверхні при нульових значеннях 
криволінійних координат u і v, відповідно. 

Параметричне рівняння поверхні матиме вигляд: 

    ;,cos,
0

0  
u

duvuxvux  

    
v

dvvuyvuy
0

0 ;,cos,  

Рис. 1. Ділянка поверхні 
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      .,sin,sin,
00

0  
vu

dvvuduvuzvuz                                        (1) 

Розглянемо геометричне моделювання поверхні за умови, що її кривина вздовж 
криволінійних координат u і v буде змінюватися за лінійними законами: 

  1111 , cvbuavuk  ;                                                          (2) 
  2222 , cvbuavuk  ,                                                        (3) 

де a1, b1, c1, a2, b2, c2 – коефіцієнти лінійних розподілів кривини вздовж головних напрямів 
поверхні, які підлягають визначенню при її геометричному моделюванні. 

Для лінійних законів розподілу кривини (1) і (2) формули для обчислення кутів нахилу 
дотичних до головних напрямів поверхні матимуть наступний вигляд: 

  





  11

1
0 2

, cvbuauvu ;                                               (4) 

  





  2

2
20 2

, cvbuavvu .                                                (5) 

Координати x, y і z будь-якої точки поверхні можна розрахувати, якщо будуть визначені 
коефіцієнти a1, b1, c1, a2, b2, c2 законів розподілу кривини. 

Розглянемо розв’язання задачі визначення невідомих коефіцієнтів лінійних законів 
розподілу кривини (4) і (5) для ділянки поверхні, показаної на рис. 2. Відомі координати чотирьох 
точок, а також кути нахилу дотичних φ0 і 0 вздовж криволінійних координат в початковій 
(нульовій) точці. 

Поставлену задачу 
моделювання поверхні з лінійними 
законами розподілу кривини 
вздовж головних напрямів будемо 
розв’язувати за алгоритмом, 
запропонованим в роботі [1], в якій 
розглянуто метод моделювання 
поверхонь з лінійними законами 
розподілу кривини вздовж 
головних напрямів і заданими 
кутами нахилу дотичних тільки в 
початковій точці. Але при цьому до 
уваги не приймалося те, що у 
точках 1 і 2 (рис. 2) були 
забезпечені задані кути нахилу 
дотичних до головних напрямів 
поверхні. 

Розв’яжемо задачу моделювання поверхонь з лінійними законами розподілу їх кривини та 
заданими кутами нахилу дотичних в 0, 1 і 2 точках. Тобто, в точці 0 відомі кути φ0 і 0, в точці 1 
відомий кут φ1, а в точці 2 – 2. 

Задачу моделювання поверхні з лінійними законами розподілу кривини вздовж головних 
напрямів і відомими кутами в точках 1 і 2 будемо розв’язувати за наступним алгоритмом.  

Крок 1. Проведення кромки 0–1 ділянки поверхні через точку 1, для якої криволінійна 
координата v дорівнює нулю. З виразу (4) випливає, що  

,
2 11

2
11

01 ucua
                                                            (6) 

де и1 – криволінійна координата, яка відповідає точці 1. 
Зв’язок кутів φ0 і φ1 згідно з (6) дозволяє визначити невідомий коефіцієнт а1: 

 .2
11012

1
1 uc

u
a   

Наявність кута нахилу дотичної φ1 до кромки 0–1 в точці 1 зменшує кількість невідомих, які 
необхідно знайти для моделювання цієї кромки до двох. Це коефіцієнт с1 закону розподілу 

  Рис. 2. Опорні точки ділянки поверхні 
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кривини та криволінійна координата и1. Їх визначення відбувається шляхом мінімізації відхилення 
проміжної точки, розрахованої з деякими значеннями невідомих величин, від точки 1, що 
реалізується із застосуванням високо ефективного алгоритму мінімізації функції багатьох змінних, 
запропонованим в роботі [9]. Для кромки 0–1 варіюватимуться будуть тільки координати x і z. При 
v = 0 визначення координати z спрощується, оскільки при цьому значенні криволінійної 
координати v другий інтеграл у формулі (1) дорівнює нулю.  

Крок 2. Проведення кромки 0–2 ділянки поверхні через точку 2, для якої криволінійна 
координата u дорівнює нулю. З виразу (5) випливає, що  

,
2 2

2
22

02 vcvb
                                                            (7) 

де v2 – криволінійна координата, яка відповідає точці 2. 
Зв’язок кутів 0 і 2 згідно з (7) дозволяє визначити невідомий коефіцієнт b2: 

 .2
22022

2
2 vc

v
b   

Для побудови кромки 0–2 необхідно визначити коефіцієнт с2 і координату v2. При цьому 
варіюватимуться координати y і z поверхні. Координата z визначатиметься без врахування 
першого інтеграла виразу (1). За перше наближення криволінійної координати v2 береться відстань 
між точками 0 і 2. 

Невідомі величини с2 і v2 також визначаються мінімізацією відстані між точкою 2 і деякою 
проміжною точкою, отриманою в результаті роботи алгоритму мінімізації функції багатьох 
змінних.  

Крок 3. Визначення коефіцієнта а2 за умови забезпечення проходження проекції кромки 2–3 
поверхні через горизонтальну проекцію точки 3. На цьому кроці розглядається функція однієї 
змінної. При цьому мінімізується відхилення проекції на горизонтальну площину проекцій 
проміжної точки від проекції на цю ж площину точки 3. 

Крок 4. Визначення коефіцієнта b1, який має забезпечити проходження проекції кромки 1–3 
поверхні через горизонтальну проекцію точки 3. На цьому кроці також мінімізується функція 
однієї змінної. Цільовою функцією виступає та ж сама функція, що й на попередньому кроці 
моделювання ділянки поверхні.  

Отже, реалізація наведених вище чотирьох кроків запропонованого алгоритму 
геометричного моделювання поверхні, що підпорядковується лінійним законам розподілу кривини 
вздовж головних її напрямів, дозволяє визначити всі невідомі коефіцієнти, які необхідні для 
побудови ділянки поверхні з заданими кутами нахилу дотичних в точках 0, 1 і 3. Приклад 
отриманої поверхні показано на рис. 3.  

 
 
 

Рис. 3. Відсік поверхні 
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На рис. 4 показані ділянки двох поверхонь, отриманих на підходах, запропонованих у цій 

статті та в роботі [1]. При візуалізації поверхонь було підібрано такий ракурс, який дозволив 
побачити різницю в геометрії кромки 0–1. Саме вздовж координатної осі х відмічається різниця в 
кутах φ1 в точці 1. Кромка 0–1 поверхні, змодельованої з урахуванням кутів нахилу дотичних в 
точках 1 і 2, більш вигнута, тому ця ділянка поверхні, якщо можна так висловитися, знаходиться 
нижче ділянки поверхні, побудованої на положеннях роботи [1]. Відхилення ділянок поверхонь 
вздовж кромки 0–2 менше, оскільки і різниця кутів 2 незначна. 

Висновки. Введення до розгляду кутів φ і  дозволяє впливати на геометрію поверхні, що 
моделюється. Вони є додатковими чинниками і дозволяють отримувати поверхні, які відповідають 
певним, наперед заданим, умовам. 
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