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Для предлагаемого  общего подвида матричных уравнений с двумя треугольными неизвестными, при 

сделанных предположениях, установлена теорема разрешимости. Приведено доказательство. Получены формулы 
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ЛІВОСТОРОННІ МАТРИЧНІ РІВНЯННЯ З ДВОМА ТРИКУГНИМИ НЕВІДОМИМИ 

  
 Для пропонованого  загального підвиду матричних рівнянь з двома трикутними  невідомими, при зроблених 

припущеннях, встановлено теорема про можливість розв'язання. Наведено доказ. Дано формули рішень. 

Розглянути илюстративні приклади застосування  цих формул. 
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LEFT-SIDED MATRIX EQUATIONS WITH TWO TRIANGULAR UNKNOWNS 

 
We consider the matrix equations of the left-sided general sub forms. Each of these equations has two unknown 

triangular matrices and an invertible matrix-coefficient. It is assumed that the matrix-coefficient admits a correct 

factorization.   The solvability theorem with formulas of solutions and the proof is given.  The example illustrated is 

considered.            
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Постановка проблемы. Широко известна роль матричных уравнений. В простейшем виде 

они возникают в разных теоретических и  прикладных задачах, связанных с решением систем 

линейных алгебраических уравнений. Например, в механике, физике, электротехнике, гидравлике, 

экономике. При этом посредством матричных уравнений могут моделироваться взаимосвязи 

между совокупностями известных и неизвестных величин. В сообщении ниже продолжается 

публикация результатов о специальных матричных уравнениях (уравнениях-моделях), 

возникающих в математике, некоторых задачах механики [1-6]. Под матричным уравнением-

моделью здесь понимается любое матричное уравнение, выражающее взаимосвязь известных и 

неизвестных в исходной прикладной задаче величин. Считается, что смысл матриц, посредством 

которых матричное уравнение-модель записано, вполне определен заранее. Известные до работ 

второго из авторов методы могут оказаться неприменимы или не эффективны для исследования 

матричного уравнения-модели и представления его решения. Например, когда в  теории или 

прикладных задачах искомые матрицы должны быть треугольными. Или когда правая часть 

матричного уравнения, обычно известная, оказывается таковой лишь частично. Это относится и к 

рассматриваемым далее уравнениям. Стало быть, разработка общих подходов к исследованию 

таких уравнений, указание условий их разрешимости и отыскание возможных формул 

представления их решений являются актуальными. Отметим также, что теория изучаемых далее 

матричных уравнений обладает рядом общих черт с теорией задач, родственных известной задаче 

Римана (Римана-Гильберта-Привалова) для аналитических функций. Последние обстоятельства 

также подтверждают актуальность исследования предлагаемых ниже уравнений.  

Анализ исследований и публикаций. Абстрагируясь от возможных для рассматриваемых в 

статье уравнений интерпретаций прикладного характера, их можно трактовать, как своеобразные 

матричные аналоги задачи Римана - Гильберта и интегральных уравнений, эквивалентных 

уравнению типа Винера - Хопфа. В предлагаемом ниже виде, рассматриваемые матричные 

уравнения, впервые, появились в исследованиях второго автора. Близкие  вопросы и уравнения 

изучались в его работах и примере с прикладной  интерпретацией, а также в последующих 

совместных с Л.И. Солдатовым [1-3]. Точные методы исследования задачи Римана – Гильберта 

восходят, в частности, к работам  И.И. Привалова,  Ф.Д. Гахова, Н.И. Мусхилишвили, Ю.И. 

Черского, М.Г. Крейна, Э.И. Зверовича и многих других. Как и интегральные уравнения типа 

Винера-Хопфа [7-9],  другие уравнения типа свертки, а также матричные уравнения из [1-3, 6] и 
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родственного типа Римана - Гильберта - Привалова задача [10, 11], рассматриваемые ниже 

матричные уравнения с двумя треугольными неизвестными [4, 6, 12] допускают изучение на 

основе результатов или, непосредственно, подходов, развиваемых для соответствующих  

уравнений в абстрактных кольцах с факторизационными парами [9, 13-16].  Последние уравнения, 

в свою очередь, можно плодотворно исследовать, опираясь на основы теории колец и 

функционального анализа, при существенном использовании решений вопросов обратимости и 

факторизации разных видов по факторизационной паре подколец.  Исследования этих уравнений в 

записанном виде до работ автора, отсутствовали. 

Цель статьи. Целью работы является установление  теоремы существования с формулами 

решений  для абстрактных матричных уравнений с неизвестными нижней X 
 и верхней   Y   

треугольными матрицами и обратимой матрицей-коэффициентом вида: 

     

    AX Y B      .                                                    (1) 

 

 - демонстрация проекторного метода  на примере рассматриваемых матричных  уравнений 

(1) с указанием  компактной легко обозримой процедуры их исследования, в соответствующих 

предположениях.    

Для достижения поставленной цели: 

разработан, отличающийся алгебраичностью, новый подход;  

– с помощью соответствующих элементов этого подхода, при сделанных  предположениях, 

доказана общая теорема о разрешимости с формулами решений; 

– разобран иллюстративный пример.  

Результаты развивают и дополняют [6]. Будем использовать далее основные положения, 

обозначения и определения из [1-4, 6].  

Общие  положения. Факторизация 
Как отмечено [1-3, 6],  родственные (1) и связанные с ними уравнения возникают, в 

частности,  при изучении специальных новых задач механики для совокупностей одинаковых по 

геометрическим и физическим характеристикам тел. Они возникают также при исследовании 

общих видов и приложений, обнаруженных сравнительно недавно, одночленных 

однопроекторных второго порядка уравнений в кольце с факторизационной  парой. Абстрактные 

уравнения из работ [9, 13, 16] связывают уравнения (1) с интегральными типа Винера-Хопфа [7, 

8], а также с задачей нахождения двух рациональных функций с полюсами из разных 

полуплоскостей  по линейному соотношению на контуре в виде сомкнутой вещественной оси [10, 

11].   

Обозначения и определения. Следуя [1-4, 6, 9],  обозначим nnR   
кольцо вещественных 

числовых  квадратных матриц размера nn , 2n , Nn ; 

nnR , 


nnR  - подкольца нижних, 

верхних треугольных из nnR  ; - 




  nnnnnn RRR :0

, n nR     0

n n n nR R 
 , соответственно.  

Результат применения соответствующих проекторов к матрицам, а также принадлежность 

матрицы из nnR   подмножеству 
0,
nnR  ,   n nR  

 [1-4, 6] будем отмечать  знаками +, -, 0, 

соответственно. Устанавливается, что n nR  ; 2n , Nn
 
- кольцо с факторизационной  парой        

( , )n n n nR R 
       

[5, 9, 13-16] (Ср. [14]). 

Факторизация. Важную роль  при построении формул для матриц – решений  

рассматриваемых уравнений  играют нормированные правильные правые факторизации по 

факторизационной  паре (

nnR , 


nnR ). А, именно, разложения матрицы 

1A  на обратимые в 

соответствующих подкольцах  

nnR , 


nnR   треугольные и диагональный множители [1-5, 6, 9, 12-

17]: 

 
1 0А T S Г   ,                                                             (2) 
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где  матрицы - сомножители  n nТ R 
 ; 0 0

n nS R  ; n nГ R 
 ; 2n , n . Нормирование 

осуществляется условием:    
0Г  0Т Е ,    где Е  - единичная матрица кольца nnR  . 

Некоторые условия существования нормированной правильной факторизации матриц из nnR   по 

факторизационной паре ( иначе, по подкольцам) (

nnR , 


nnR ) можно сформулировать на основе 

соответствующих результатов  [5, 9, 13, 14].  Устанавливается, что правая нормированная 

правильная факторизация единственна   [9, 13-16].  

Постановка задачи.  Будем рассматривать следующую Задачу. «Для заданных матрицы – 

коэффициента  A n nR  ; 2n , n  и матрицы - правой части  B n nR  ,
 
найти пару 

матриц  , ( )n n n nX R Y R 
     ,  удовлетворяющую уравнению (1) ».   

Результаты исследования. 

Используя подготовленную базу, приведѐм условия существования, формулы решений 

уравнений вида (1), а, стало быть, Задачи   в  n nR    и пример.  

Главный результат. При соответствующей правой нормированной   правильной факторизации   

обратной матрицы  (2)  разрешимость Задачи  и  уравнений вида (1) характеризует следующее 

утверждение. 

Теорема.  Пусть  A n nR  ; 2n , n  неособенная  матрица.  Для того чтобы при 

всевозможных матрицах – правых частях  B n nR  , как бы ни были они выбраны, каждое из 

соответствующих  уравнений (1) было в n nR    однозначно разрешимо, необходимо и 

достаточно, чтобы обратная   для A  матрица 
1А

  допускала в  n nR   нормированную 

правильную правую факторизацию (2) по факторизационной  паре подколец ( n nR
 , n nR

 ). Если 

нормированная  правильная правая  факторизация (2)  имеет место, то  при любой  правой части 

n nB R  , единственное решение , ( )n n n nX R Y R 
     уравнения (1), ей 

соответствующее, можно определить через множители факторизации (2) и эту правую часть 

по формулам:                                                               

        

 0[ ]X B T S Г      ,        1( ) ) ][ ] [(Y B B T T  



 
    .                        (3) 

 

Доказательство. Необходимость. Пусть условия теоремы выполнены и при любой из 

всевозможных  правых частей n nB R    уравнение (1)  однозначно разрешимо  в   n nR  .  

Обозначим  существующее, при этом, единственное решение уравнения  (1)   с   n nB E R   , где  

E - единичная матрица,  через      ( , ( )n n n nE E
X R Y R 

  
  ).  Тогда   заключаем, что       

1 1
  .  

E E
X A Y E


   Отсюда и условий доказываемой части утверждения, вытекает 

существование требуемых обратных матриц в соответствующих подкольцах  n nR
 , n nR

  и 

правильной,  правой факторизации по факторизационной паре подколец  ( n nR
 , n nR

 ): 

 

                                  1 1[ ) ]  (
E E

A E Y X  


  ,                                            (4) 

                                                          

Факторизация (4),  порождает  нормированную правильную правую факторизацию по 

подкольцам   n nR
 , n nR

 :  

 
1 1 0 0 1[( ) ] [( ) ] 

E E E E
A E Y X X X     


  . 

 

Необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть при условиях теоремы имеет место нормированная  правильная  

правая факторизация (2) по факторизационной  паре подколец ( n nR
 , n nR

 ).   Тогда, при любой 
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фиксированной матрице  n nB R  ,  правые части формул  (3) имеют смысл и определяют 

некоторые матрицы X  n nR
   и  Y )( n nR   из требуемых подколец. Подстановкой этих 

матриц в левую часть уравнения (1), убеждаемся, что      (X  n nR
 ;  Y ) )( n nR   - 

искомое решение уравнения (1) и Задачи, соответствующее этой правой части B . 

Действительно,  

 
0[ ]  +A B T S ГX Y 


    1 1 10( ) ( ) ( )Г S T   

+
1( ) ) ][ ] [(B B T T  



 
  =

[ ]B T   1( )T 
+

1( ) ) ][ ] [(B B T T  



 
  { [ ] }[ ] B TB T 




    1( )T  B 

{ }B T  1( )T  B B T  1( )T  B BB 
  B . 

 

Достаточность установлена. 
Докажем единственность решения  от противного. Пусть при общих условиях теоремы, 

нормированной правильной правой факторизации (2) по факторизационной паре подколец  

( n nR
 , n nR

 )  и некоторой правой части n nB R   уравнение (1) имеет в  n nR    два решения 

(X  n nR
 ;  Y ) )( n nR    и   

1(X   n nR
 ;  

1
Y

 ) )( n nR  . Тогда, очевидно,  

 
1 1 1

1 1

1 1

1

0
1 1

0
1

) ; ) ;

) .

(    ( ( )    

( (    )

) ( ) (

) ( ) (

AX X Y Y X X Г S T Y Y

X X Г S Y Y T

   

   

  

 

    

  

   

 

 


 

Левая часть последнего равенства является матрицей из   n nR
 ,   а правая - матрицей из 

)( n nR  .  Следовательно, обе они равны нулевой матрице из n nR  : 

 
1 1

1

0
1 ) 0.( (   0; )) ( ) (X X Г S Y Y T  

 

      

Умножая справа: первое из последних двух  равенств на произведение матриц  
0S Г  ,  а 

второе - на матрицу 
1)   (T   , получаем:     11 0.  0; X X Y Y 

       Следовательно, 

 

11 .  ; X X Y Y 

    

 
Единственность, а с нею и теорема полностью, доказана. 

Следствие 1. При условиях теоремы и нормированной правильной правой факторизации в  

n nR    (2) по факторизационной  паре подколец ( n nR
 , n nR

 ) единственное решение 

, ( )n n n nE E
X R Y R 

 
   уравнения (1) с правой частью n nB E R   , где  E - 

единичная матрица,  можно определить через множители факторизации (2) по следующим 

формулам:  

   
0

EX S Г    ,        1 1[( ) ] ( ( ) )
E

Y T T T T  

 

 


 .                        (5) 

 

Решения, соответствующие единичной матрице в правой части,  важны в общей теории 

разрешимости рассматриваемого вида уравнений с треугольными неизвестными матрицами. Так 

проявляется одно из свойств соответствующих абстрактных уравнений в кольце с 

факторизационной парой подколец. С помощью формул решений (3) можно установить 

представления и некоторых других специальных решений. В частности, соответствующих правым 

частям из подколец n nR  . 

Пример 1. Пусть требуется найти пару треугольных матриц 3 3 3 3; ( )X R Y R 
     из 

3 3R   - решение  уравнения (1), а, стало быть, и Задачи,  если:   
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15 0 10

0 5 0

5 0 5

A

 
 

  
  

, 

 

 

10 0 10

0 10 0

10 0 10

B





 

 
 

  
 
 

; 
 ,   - числа. 

 

Для решения находим, последовательно, обратную матрицу, еѐ факторизацию и 

соответствующие факторы, а также используемые в (3) произведения и результаты применений 

проекторов: 

 

1

1
3

3
5

1
2 0 0

1 0 15 1 0 03
1

0 1 0 0 0 0 1 0 ;
5

0 0 1
0 1

0 0

A

 
    
    
         
    
    

    
 

   

 

0

1
0 0 2

1 0151 0 0 3
1

0 1 0 ; 0 0 , 0 1 0 ;
5

0 0 11
3

3
5

0 1
0 0

Г S T 

 
    
    
           
    
    

    
 

 

1 0

1
2 0 0

1 0 15
3

1
( ) 0 1 0 ; 0 0 ;

5
0 0 1

1 3
0

5 5

20
0 0

10 0 0 3

[ ] 0 10 0 ;[ ] 0 0 0 .

20 0 0 0
10 0 10

3

T S Г

B T B T






  

  

    



 
      
       
   
   
   

 

  
  
  

    
  

   
   

 

Реализуя формулы (3), вычисляем элементы искомого решения уравнения (1) в 
3 3

R


и Задачи.  

Получаем: 
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2

0 03 20
0 0 10

3

0 2 0 , 0 0 0 .

2 2 0 6 4 0 0 0

X Y







   




 
 

     
      
   
    

 
 

                             (6) 

 

Подстановкой, можно убедиться, что это действительно искомое решение. 

Пример 2.  Пусть в уравнении (1) с матрицей-коэффициентом: 

 

15 0 10

0 5 0

5 0 5

A

 
 

  
  

, 

 

 правая часть равна единичной матрице из 3 3R  .  

Легко видеть, что этот случай получается из предыдущего при         
1

, 0
10

    .  

Из формул (6) следует решение уравнения (1) в такой постановке: 

  

1
0 0

15
1

0 0 ;
5

1 3
0

5 5

EX 

 
 
 
 
 
 
 
 
 


  

2
0 0

3

0 0 0

0 0 0

EY 

 
 
 

  
 
 
 

. 

 
Этот же результат, получается, по формулам (5) непосредственно. 

Выводы и перспективы 

При сделанных предположениях, установлена общая теорема существования и 

единственности решений уравнений вида (1) с формулами их представлений через правую часть и 

факторизационные множители обратной для матрицы-коэффициента. Реализация этой теоремы 

даѐт возможность  проекторного подхода и точный метод решения конкретных  уравнений (1). 

Стало быть, и поставленной выше Задачи.  Предложенные в ней формулы  отличает обозримость. 

Подготовлена база для проведения, в перспективе, исследований в направлении изучения связи 

решений, а также случаев разрешимости уравнений (1), когда факторизации  (2) не является 

правильной. Особое место в этой перспективе соответствует прикладным задачам, моделирование 

которых может опираться на связь с уравнениями вида (1). Как и ожидалось, полученное в 

Примере 1  решение уравнения (1) отличается от решения подобного ему правостороннего 

уравнения с теми же исходными известными матрицами ,A B . Это обстоятельство - следствие 

некоммутативности соответствующих подколец матриц. 
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