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УДК 624.04 

М.Г. Сур’янінов, О.М. Чучмай, О.С. Шиляєв
 

Одеська державна академія будівництва та архітектури 

ЧИСЕЛЬНА РЕАЛІЗАЦІЯ РОЗВ'ЯЗКУ ЗАВДАННЯ ПРО ВИГИН І КРУТІННЯ СИСТЕМ З 

ПЕРЕХРЕСНИМИ ЗВ'ЯЗКАМИ 

 
Побудовані аналітичні вираження вектора зовнішніх навантажень для шести випадків корінь 

характеристичного рівняння, відповідного до диференціального рівняння вигину та крутіння залізобетонної 

системи з перехресними зв'язками, який буде змінюватися залежно від характеру граничних умов у поздовжньому 

напрямку системи. 

Розглянутий конкретний чисельний приклад. Розрахунки виконані в пакеті Scilab за програмою, що реалізує 

авторський метод, і методом скінченних елементів у пакеті SCAD. Отримані результати показують гарну 

збіжність двох методів, і свідчать про незначний вплив крутіння на напружений стан залізобетонної системи з 

перехресними зв'язками. 

Ключові слова: система з перехресними зв'язками, метод граничних елементів, вектор навантаження, імпульсні  

функції, чисельна реалізація. 

 

Н.Г. Сурьянинов, А.М. Чучмай, А.С. Шиляев 

ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОБ ИЗГИБЕ И КРУЧЕНИИ  

СИСТЕМ С ПЕРЕКРЕСТНЫМИ СВЯЗЯМИ 

 
Построены аналитические выражения вектора внешних нагрузок для шести случаев корней 

характеристического уравнения, соответствующего дифференциальному уравнению изгиба и кручения 

железобетонной системы с перекрестными связями, который будет меняться в зависимости от характера 

граничных условий в продольном направлении системы. 

Рассмотрен конкретный числовой пример. Расчеты выполнены в пакете Scilab по программе, реализующей 

авторский метод, и методом конечных элементов в пакете SCAD. Полученные результаты показывают хорошую 

сходимость двух методов, и свидетельствуют о незначительном влиянии кручения на напряженное состояние 

железобетонной системы с перекрестными связями.  

Ключевые слова: система с перекрестными связями, метод граничных элементов, вектор нагрузки, импульсные  

функции, численная реализация. 

 

N.G. Surianinov, A.M. Chuchmay, A.S. Shilyev 

NUMERICAL IMPLEMENTATION OF THE SOLUTION FOR BENDING AND TORCHING 

SYSTEMS WITH CROSS-RELATED COMMUNICATIONS 

 
Analytical expressions for the vector of external loads for six cases of roots of the characteristic equation 

corresponding to the differential equation of bending and torsion of a reinforced concrete system with cross links are 

constructed, which will vary depending on the nature of the boundary conditions in the longitudinal direction of the system. 

A concrete numerical example is considered. The calculations are performed in the Scilab package according to the 

program that implements the author's method, and the finite element method in the SCAD package. The results show good 

convergence of the two methods, and indicate a slight effect of torsion on the stress state of a reinforced concrete system with 

cross links. 

Keywords: system with cross links, boundary elements method, load vector, impulse functions, numerical 

implementation. 

 

Постановка проблеми. У попередньому номері журналу "Наукові нотатки" нами було 

розглянуто завдання про вигин та крутіння залізобетонних систем з перехресними зв'язками. 

Методом Канторовича-Власова вихідне диференціальне рівняння із двома змінними зведене до 

диференціального рівняння з однією змінною, характеристичне рівняння якого може мати шість 

варіантів коренів. Отримано повну систему розв'язків, що містить 96 аналітичних виражень 

фундаментальних ортонормованих функцій, і побудовано функцію Гріна. 

Тепер необхідно побудувати вектор зовнішніх навантажень для кожного із шести випадків 

коренів характеристичного рівняння, який буде змінюватися залежно від характеру граничних 

умов у поздовжньому напрямку системи. Якщо виходити з основних можливих варіантів 

закріплення, то для кожної групи коренів характеристичного рівняння можна записати шість 

варіантів вектора навантаження. 

Результати досліджень.  Обмежимося розглядом тільки двох з них ― коли поздовжні 

(уздовж осі Оу) крайки системи жорстко затиснені та коли вони мають шарнірне обпирання. 

Таким чином, нижче буде представлено 12 варіантів вектора зовнішніх навантажень. 

Будемо виходити з найбільш загального варіанту зовнішнього впливу на пластину 

відповідно до рис. 1 (ребра жорсткості на рисунку не показані). 
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Рис. 1. - Навантаження на систему 

 

З використанням функцій Дірака і Хевісайда [1] розглянуте навантаження можна 

представити у вигляді 

( , ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).
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Використовуючи це вираження, перейдемо до розгляду навантаження, що залежить тільки 

від координати y : 

     
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0

, ;

l

q y q x y X x dx A                                                     (2) 

Аналітичне вираження функції ( )X x  при жорсткому защемленні [2, 3]: 
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Підставимо (3) в (2): 
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і завдання полягає в перетворенні підінтегрального вираження з урахуванням (1) і (3). 

У результаті одержимо 
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Введемо позначення: 
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Тоді ( )q y  ухвалює вид 
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Перейдемо в (5) до змінної   й обчислимо компоненти вектора навантажень для кожного з 

шести випадків коренів характеристичного рівняння. Випадок, коли корені характеристичного 

рівняння дійсні та уявні: 
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Розглянемо варіант шарнірного обпирання поздовжніх крайок. 

Функція розподілу прогинів ( )X x  буде такою: 
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Використовуємо ті ж позначення, що й при жорсткому защемленні поздовжніх крайок, але 

тепер 

1 2

1 1 1 1

3 4 5

1 1 1 1 1 1

cos cos 1 cos ; cos cos 1 cos ;

sin sin ; cos cos ; sin sin .
y yx x

H H K K

M MM MF F

c c c c
K K

l l l l

c cc cc c
K K K

l l l l l l

   
 

   

         

     

           (16) 

Аналогічні вираження отримані для інших п'яти випадків коренів характеристичного 

рівняння. 

Розглянемо систему з перехресними зв'язками (рис. 2), жорстко затиснену по всьому 

контуру, при двох варіантах зовнішнього навантаження ― рівномірно розподіленому по всій 

поверхні з інтенсивністю 2/10 мkHq  (варіант 1) і прикладеному у вигляді штампа (рис. 3) тієї ж 

інтенсивності (варіант 2). 
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Рис. 2. - Система з перехресними зв'язками 

 

 
Рис. 3.- Модель в SCAD з навантаженням у вигляді штампу 
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Чисельна реалізація розроблених алгоритмів виконана в пакеті Scilab [4]. З метою 

верифікації отриманих результатів були виконані моделювання та розрахунки розглянутої системи 

з перехресними зв'язками в обчислювальному комплексі SCAD [5]. 

Результати розрахунків, отримані авторським методом і методом скінченних елементів 

(МСЕ), наведені в табл. 1. 

Таблиця 1 

Порівняння результатів, отриманих двома методами 

Максимальний 

момент, кнм 

Варіант 1 Варіант 2 

Авторський  

метод 
МСЕ 

Погрішність, 

% 

Авторський  

метод 
МСЕ 

Погрішність, 

% 

Згинальний  5,639 5,744 1,83 1,544 1,568 1,53 

Крутний 0,128 0,133 3,76 0,068 0,071 4,22 

 

Висновки. Аналіз табл. 1 свідчить про гарну збіжність результатів, отриманих двома 

методами. Погрішність обчислень крутного моменту при обох варіантах навантаження більше, ніж 

для згинального моменту, хоча й перебуває в припустимих межах. 

При навантаженні, рівномірно розподіленому по всій плиті, крутний момент становить 0, 23 

від згинального моменту, при навантаженні у вигляді штампа це співвідношення приблизно у два 

рази більше, однак очевидно, що в обох випадках вплив крутіння на напружений стан 

залізобетонної системи з перехресними зв'язками вкрай малий.  
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