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ПЕРЕДАЧА ЗОСЕРЕДЖЕНОЇ СИЛИ ДО КОНТУРУ КРУГОВОГО ОТВОРУ 

НЕСКІНЧЕННОЇ ПЛАСТИНКИ ЧЕРЕЗ РОЗІМКНЕНЕ ПРУЖНЕ РЕБРО 

 
В уточненій постановці сформульована мішана контактна задача про передачу зосередженої сили до 

контуру кругового отвору в нескінченній ізотропній пластинці через розімкнене пружне ребро, яке моделюється 

криволінійним стрижнем ( брусом ). Контактні зусилля між пластинкою і ребром та внутрішні силові і 

моментні фактори в ребрі із системи інтегрально-диференціальних рівнянь задачі визначаються методом 

механічних квадратур і колокації. Досліджено вплив на ці величини фізико-геометричних параметрів ребра.  

Ключові слова: розімкнене пружне ребро, контактні зусилля, сингулярні інтегральні рівняння, поздовжні 

волокна стрижня. 

 

А.О. Сяський, С.О. Сорокова 

ПЕРЕДАЧА СОСРЕДОТОЧЕННОЙ СИЛЫ К КОНТУРУ КРУГОВОГО 

ОТВЕРСТИЯ БЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНКИ ЧЕРЕЗ РАЗОМКНУТОЕ УПРУГОЕ 

РЕБРО 

 
В уточненной постановке сформулирована смешанная контактная задача о передаче сосредоточенной 

силы к контуру кругового отверстия в бесконечной изотропной пластинке через разомкнутое упругое ребро, 

которое моделируется криволинейным стержнем (брусом). Контактные усилия между пластинкой и ребром, а 

также внутренние силовые и моментные факторы в ребре из системы интегрально-дифференциальных 

уравнений задачи определяются методом механических квадратур и коллокации. Исследовано влияние на эти 

величины физико-геометрических параметров ребра. 

Ключевые слова: разомкнутое упругое ребро, контактные усилия, сингулярные интегральные уравнения, 

продольные волокна стержня. 
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TRANSFER THE CONCENTRATED FORCE TO THE ENDLESS CIRCULAR 

PATHTHROUGH THE PLATE DISCONNECTED ELASTIC RIBS 

 
The contact mixed problem of concentrated power transmission path to the circular hole in an infinite isotropic plate 

through disconnected elastic rib, which is modeled by curved rod (bar), is formulated in the clarified statement. Contact force 

between the plate and the rib and internal power and torque factors in the rib from the problem’s system of  integral-

differential equations are determined by mechanical quadrature and collocation. The impact on these values of physical and 

geometrical parameters ribs was studied.  

Keywords: disconnected elastic rib, contact force, singular integral equations, longitudinal fibers of rod. 

 

Постановка проблеми. Для передачі обертального моменту від валів до зубчастих коліс, 

маховиків, шківів у сучасному машинобудуванні широко використовуються шліцьові з’єднання. 

Загальновідоме їх використання в трансмісіях автомобілів, тракторів та інших машин. 

Проблема розрахунку шліцьових з’єднань тісно пов’язана із задачами про передачу 

зосереджених сил до масивних циліндричних тіл (пластинок з круговими отворами та круглих 

дисків) через розімкнені пружні ребра. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Моделюючи ребро пружною лінією сталої або 

змінної жорсткості на розтяг (стиск), яка співпадає з контуром отвору, в роботах [1-3] розв’язано 

низку задач про передачу зосередженої сили (пари сил) до контуру кругового отвору нескінченної 

ізотропної пластинки через розімкнене ребро (систему ребер). Методом механічних квадратур і 

колокації досліджується вплив на напружений стан пластинки виду навантаження і фізико-

геометричних параметрів ребра (ребер). 

Взаємодія нескінченної ізотропної пластинки з круговим отвором, частково підсиленим по 

контуру системою  однакових ребер, і круглого пружного диска з аналогічною системою ребер 

розглянута в [4,5]. Тут підсилювальні ребра моделюються пружними стрижнями (брусами) у 

вигляді частини кільця, лінії сполучення яких з контуром пластинки чи диска не співпадають з їх 

осями. Нехтуючи впливом поперечних сил в стрижнях досліджується напружений стан пластинки 

і підсилень. Для контурів, відмінних від колового, такі задачі не розглядалися. 

Постановка завдання. Розглянемо нескінченну ізотропну пластинку товщиною 2h, 

послаблену круговим отвором радіусом 1 1  . Серединну площину пластинки віднесемо до 
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декартової  , x y  та полярної  ,    систем відліку з початком в центрі отвору. Позначимо через 

Г лінію перетину поверхні отвору з площиною Oxy .  

Нехай на симетричній ділянці  0 0,    контур отвору підсилений пружним ребром  

сталого поперечного перерізу 02 *2h  ,  де 02 , 2h   – відповідно висота і ширина ребра. В центрі 

торця підсилення, що визначається полярним кутом 0   , прикладена зосереджена нормальна 

сила 0N  (фактично це рівномірно розподілене по поверхні торця навантаження з головним 

вектором 0N ). Інше навантаження на пластинку і ребро відсутнє (рис.1). 

 

 
 

Рис.1. - Схема навантаження пластинки 

 
Розв’язання задачі передбачає побудову її математичної моделі та  визначення напруженого 

стану на контурі Г в пластинці і в підсилювальному ребрі. 

Викладення основного матеріалу. Пластинка і підсилювальне ребро перебувають в умовах 

узагальненого плоского напруженого стану, тому обмежимося розглядом точок, розміщених в їх 

спільній серединній площині. 

Умовно відділивши підсилення від пластинки, замінюючи його дію невідомими 

контактними нормальними T  і дотичними S  зусиллями, приходимо до першої основної задачі 

теорії пружності для нескінченної пластинки з круговим отвором. Аналогічну задачу одержимо 

для пружного ребра. 

Пластинка перебуває у рівновазі під дією контактних зусиль на ділянці  0 0,   . При 

такому навантаження компоненти тензора деформації в точках контуру Г визначаються за 

формулами [3] 
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    0 0      ,   .                                                                    1    

Тут 0 0 0 0 0 0sin ,  cosX N Y N     – компоненти головного вектора зовнішнього навантаження, 

що передається від стрижня до контуру Г пластинки; , E   – модуль Юнга і коефіцієнт Пуассона 

матеріалу пластинки; 0 / 2C Eh  – стала, яка визначає обертання пластинки на нескінченності. 

Якщо контактні зусилля будуть відомі, то кільцеві зусилля на контурі отвору можна 

визначити зі співвідношення [3] 
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2T T Eh     .                                               (2) 

Підсилювальне ребро моделюємо криволінійним стрижнем (брусом) у вигляді частини 

кругового кільця сталого прямокутного поперечного перерізу. Вважаємо, що поверхня сполучення 

кільця з поверхнею отвору не співпадає з його серединною поверхнею. 

Основні рівняння одновимірної теорії криволінійних стрижнів, одержані на підставі гіпотези 

плоских поперечних перерізів з приблизним урахуванням  деформацій поперечного зсуву, можна 

записати у вигляді :  

- диференціальні рівняння рівноваги елемента стрижня [6,7]  
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(3)   

де ,  ,  bN Q L  – поздовжня і  поперечна сили та згинальний момент, які виникають у поперечних 

перерізах стрижня і віднесені до його осі; 

- cпіввідношення Кірхгофа для довільного поздовжнього волокна стрижня [6,7] 
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в яких   – кривина розглядуваного волокна;
 

, 
c

b   – відносне видовження волокна і кут 

повороту нормалі до нього; 0, r r  – радіуси кривини осьового і нейтрального для чистого згину 

поздовжніх волокон стрижня; 0 0, E   – модуль Юнга і коефіцієнт Пуассона матеріалу стрижня; 

0 2 *2F h   – площа поперечного перерізу ; 
2

0 / 3  ,   – стала (для прямокутного перерізу 

1.2  );   2 0bC   .  

Якщо величини ,  ,  bN Q L  стануть відомі, то нормальні напруження 
 c

  у поздовжніх 

волокнах визначаються за законом Гука, а найбільші дотичні напруження 
 c

  в осьовому волокні 

- за формулою Журавського [6] 
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Граничні умови задачі на ділянці підсилення формулюємо у вигляді рівності деформацій 

спільних волокон пластинки і стрижня 
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Підстановка (1), (4) в граничні умови (6) з урахуванням (3) призводить до системи 

інтегральних і диференціальних рівнянь для визначення контактних зусиль ,   T S   між 

пластинкою і підсиленням, а також величин ,    ,    bN Q L y підсилені 
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  0 0    ,  .  
 

 

Систему (7) доповнюємо умовою 

 0 0 N N  ,                                     (8) 

яка служить для визначення сталої 2 02EhC C . 

Співвідношення (7), (8) визначають математичну модель розглядуваної задачі. 

Наближений розв’язок задачі. Знаходження точного розв’язку системи (7), (8) пов’язане зі 

значними математичними труднощами. Для її наближеного розв’язання перейдемо в (7), (8) до 

проміжку інтегрування [-1;1] . Це можна зробити заміною змінних [8] 
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і система (7), (8) після певних перетворень набуває вигляду 
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Структуру контактних зусиль на кільцях ділянки підсилення визначає характеристична 

частина двох перших сингулярних інтегральних рівнянь системи (10). З умови її несуперечності 

при 1   можна встановити, що контактні зусилля на кінцях цієї ділянки мають кореневу 

особливість, на яку накладається локальна осциляція . В роботах[4,5,8] показано, що осциляція  не 

вносить суттєвого впливу на розподіл контактних зусиль в околі торців підсилення. 

З огляду на це контактні зусилля подаємо у вигляді 
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Структуру величин      ,    ,    bN Q L    визначають граничні умови на торцях 

підсилювального ребра 

           01 ;        1 1 1 1 1 0,b bN N N Q Q L L           

з урахуванням яких одержимо 
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У співвідношеннях (11), (12)      1 2 5Φ ,   Φ ,  ,   Φ    – обмежені і неперервні на [-1;1] 

функції. 

Знаючи структуру шуканих функції наближений розв’язок системи (10) можна побудувати 

методом механічних квадратур і колокації. Квадратурні формули цього методу для обчислення 

сингулярних і регулярних інтегралів від функцій    ,   T S    наведені в [3,4,8]. Інтеграли зі 

змінною верхньою межею обчислюються за формулою трапецій. 

Для підсилювального стрижня з параметрами 
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Рис.2. - Розподіл нормальних напружень
 c

 σ  
у внутрішньому волокні стрижня 

Рис. 3. - Розподіл нормальних напружень 
 c

σ  
у зовнішньому волокні стрижня 
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Рис. 4. - Розподіл дотичних напружень 
 с

τ  в 

осьовому волокні стрижня 

Рис. 5. - Розподіл еквівалентних зусиль 
еквT

 
у 

контурі отвору в пластинці 

  
Висновки. Розроблено числово-аналітичний алгоритм розв’язання мішаної контактної 

задачі про передачу зосередженої сили до контуру кругового отвору нескінченної ізотропної 

пластинки через розімкнене пружний стрижень сталого поперечного перерізу. У результаті 

числових розрахунків встановлено:  

- зони різкого збільшення еквT  на кінцях ділянки підсилення мають локальний характер і 

зумовлені появою в цих зонах пластичних деформацій; 

- нормальні напруження в поздовжніх волокнах стрижня обмежені, хоча при наближенні до 

площини прикладання зовнішньої сили суттєво зростають; 

- як і для прямолінійних стрижнів вплив поперечних сил на напружено-деформований стан 

підсилення незначний. 

Запропонований метод розв’язання задачі без особливих змін може бути перенесений на 

ізотропні пластинки з гладкими криволінійними отворами. 
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