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РОЗВИТОК МЕТОДУ ГРАНИЧНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ 

НЕСТАЦІОНАРНИХ ЗАДАЧ У КОНТИНУУМІ КОССЕРА  

 
У роботі розроблено аналітико-числовий метод дослідження напруженого стану структурно-неоднорідних 

середовищ, що послаблені тунельними порожнинами довільного перерізу за дії змінного у часі навантаження. У 

рамках континууму Коссера при використанні перетворення Фур’є за часом та модифікації методу граничних 

інтегральних рівнянь записані інтегральні рівняння першої основної задачі. Для визначення кільцевих напружень 

на границі порожнин побудовані аналітичні залежності. На основі розробленого методу досліджено зміну з часом 

кільцевих напружень у пінистих середовищах за дії осесиметричного імпульсного навантаження, прикладеного до 

границі порожнини.  
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РАЗВИТИЕ МЕТОДА ГРАНИЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ К РЕШЕНИЮ 

НЕСТАЦИОНАРНЫХ ЗАДАЧ В КОНТИНУУМЕ КОССЕРА 

 
В работе разработан аналитико-численный метод исследования напряженного состояния структурно-

неоднородных сред, ослаблены туннельными полостями произвольного сечения за действия переменной во времени 

нагрузки. В рамках континуума Коссера при использовании преобразования Фурье по времени и модификации 

метода граничных интегральных уравнений записаны интегральные уравнения первой основной задачи. Для 

определения кольцевых напряжений на границе полостей построены аналитические зависимости. На основе 

разработанного метода исследовано изменение со временем кольцевых напряжений в пенистых средах за 

действия осесимметричной импульсной нагрузки, приложенной к границе полости. 
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DEVELOPMENT OF THE BOUNDARY INTEGRAL EQUATIONS METHOD FOR THE 

SOLVING NON-STATIONARY PROBLEMS IN COSSERAT ELASTICITY 

 
This paper proposes the novel analytic numerical method for investigation of the dynamic stress state of structural 

inhomogeneous media with tunnel cavities of the different cross-section under the action of variable in time loads.. Applying 

Fourier transforms for time variable and modification of boundary integral equation method the integral equation for the 

first exterior problem of Cosserat continuum are written. The analytical dependencies for determination of dynamic hoop and 

radial stresses are built. On the basis of the developed method, the time dependence of hoop stresses in foam medium with 

tunnel cavities was investigated. 

Keywords: Cosserat elasticity, stress state, non-stationary problem. 

 

Постановка проблеми. Велика кількість сучасних досліджень присвячена створенню нових 

зернистих та пінистих композиційних матеріалів, що мають широке застосування. До основних 

переваг таких матеріалів слід віднести низькі показники теплопровідності, невелику густину (до 

50 кг/м
3
), тривалі терміни експлуатації, а також стійкість до впливу агресивних середовищ. 

Низка досліджень показала, що використання апарату класичної теорії пружності до 

дослідження напруженого стану таких матеріалів, особливо за динамічного навантаження, 

призводить до значних відмінностей між теоретичними та експериментальними результатами. 

У рамках класичної теорії пружності не можна пояснити і спрогнозувати з необхідною 

точністю перебіг хвильових процесів, що відбуваються у структурно-неоднорідних середовищах 

за впливу імпульсного чи динамічного навантаження. Це обумовлено тим, що суцільна модель 

твердого тіла, яка лежить в основі класичної теорії пружності, не дає можливість показати ті 

властивості реальних тіл, що визначаються їх дискретною структурою. 

Для врахування таких властивостей необхідно використовувати уточнені моделі, у яких 

властивості, що визначаються дискретною структурою, були б явно відображені. 

Тому, у роботі для дослідження динамічної поведінки мікрополярних середовищ 

використовуються континуум Коссера [1]. У рамках цієї моделі кожна мікрочастинка 

розглядається як абсолютно тверде тіло: має шість ступенів вільності, що характеризують 

положення у просторі та орієнтацію. У рамках континууму Коссера з’являються додаткові фізичні 

параметри, які характеризують лінійний розмір, момент інерції частин та властивості частин 
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відносно обертання. Дослідження взаємодії частинок мікрополярного тіла здійснюється не тільки з 

урахуванням силових (звичайних), але і моментних напружень.  

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Існування моментних напружень в матеріалах 

спочатку було постульовано Войгтом [2]. Проте брати Коссери [3] були першими розробниками 

математичної моделі для аналізу матеріалів з моментними  напруженнями. У вихідній теорії 

Коссера кінематичними величинами були переміщення та мікроповороти у середовищі. 

Гіпотетично вважалося, що мікроповорити можуть бути незалежними від механічного обертання 

усього середовища, що називається макроповоротом. Вважалося, що макроповорот є звичайним 

вектором обертання, визначеним як половина ротору переміщень. 
У зв’язку зі складністю розв’язання диференціальних рівнянь рівноваги чи руху у 

моментному континуумі Коссера, точні аналітичні розв’язки побудовані лише для деяких класів 

задач. Наприклад, у роботах В.А. Пальмова розв’язана задача про дослідження концентрації 

напружень поблизу кругового отвору. У працях N. Sandru і R.D. Mindlin отримано розв’язок задачі 

про дію зосередженої сили та зосередженого моменту у нескінченному пружному просторі. 

Значно більша кількість робіт присвячена розвитку експериментальних методів визначення 

пружних характеристик структурно-неоднорідних матеріалів у рамках континууму Коссера: 

матеріалу людської кістки, пінистих та волокнистих матеріалів. Серед таких робіт слід відмітити 

значну кількість праць Lakes R. S., серед яких [4-6] та інших авторів. 

Метою дослідження є розробка аналітико-числового методу розрахунку динамічного 

напруженого стану структурно-неоднорідних середовищ, що послаблені порожнинами довільного 

сталого перерізу у рамках моментного континууму Коссера. 

Постановка завдань. Розглянемо пружне структурно-неоднорідне середовище, що 

послаблене тунельною порожниною сталого довільного перерізу. Віднесемо його до декартової 

системи координат Ох1х2х3, яку розмістимо у центрі ваги тіла так, щоб вісь Ох3 співпадала з віссю 

порожнини середовища (рис. 1). Область, яку займає середовище позначимо через . Граничний 

контур у перерізі, перпендикулярному до осі Ох3 позначимо через L.  

 

 
Рис. 1. Моделювання об’єкту дослідження 

 

У рамках моментного континууму Коссера дослідимо розподіл динамічних радіальних та 

кільцевих напружень у середовищі за дії пружного імпульсу, що обумовлює осесиметричний тиск, 

прикладений до границі порожнини. 

У роботі дослідження проводитимемо для випадку плоскої деформації (коли діаметр 

тунельної порожнини є достатньо малим). Граничні умови задачі записуються у вигляді: 

0 ( ), 0, 0n sn nL L L
t         (1) 

де ( )t  — функція зміни інтенсивності пружного імпульсу з часом t, 0  — стала, що залежить від 

інтенсивності навантаження. За числових розрахунків зміну інтенсивності імпульсу з часом 

представимо у вигляді слабкої ударної хвилі [7]:  
* *

* *( ) , 0, 0,np e n        (2) 

де * * *, ,p n   — сталі, /lt c a    — безрозмірний часовий параметр, a — деякий характерний 

розмір, ( 2 ) /lc      - швидкість хвиль розширення, ,   - сталі Ляме, ,  — густина 

середовища. 

Вибір методів дослідження. Для дослідження напруженого стану структурно-неоднорідних 

середовищ за дії змінного у часі навантаження використаємо рівняння руху моментного 

континууму Коссера [1]: 
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де ,i ku   — компоненти векторів переміщень та мікроповоротів, ,i kX Y  —компоненти вектора 

масових сил та моментних зусиль, І — інерція обертання одиничного об’єму, ,ji ji   — силові та 

моментні напруження. Відповідно до [1], у роботі використовувалися  наступні залежності для 

визначення силових та моментних напружень: 

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

ji ji ij kk ij

ji ji ij kk ij

        

        

    

    
 (4) 

, , ,     — пружні характеристики металу у континуумі Коссера, ,ij i j kji ku    — 

несиметричний тензор деформацій; ,ij i j   — тензор згину-кручення, ijk — антисиметричний 

тензор Леві-Чівіта. 

Викладення основного матеріалу. Для розв’язання нестаціонарної задачі використаємо 

перетворення Фур’є за часовою змінною t [8]: 

ˆ( , ) ( , ) ,i tf x f x t e dt






   (5) 

де  — частота, 1i   . Застосовуючи перетворення (5) до рівнянь руху (3), отримаємо 

рівняння, що є аналогами рівнянь усталених коливань з циклічною частотою ω:  
2

,

2

,
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ˆˆˆ ˆ 0.

ji j i i

ijk ij mk m k k

X u

Y I
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   

  

    
 (6) 

Відповідно до непрямого підходу методу граничних елементів, для зручності подальших 

викладок граничні умови у області Фур’є-зображень для випадку заданого навантаження на 

границі порожнини (перша основна задача) запишемо у вигляді: 

ˆ ;

ˆ .

i ji j i

k jk j k
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
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 (7) 

Використовуючи зважено-залишковий підхід [9], запишемо інтегральні залежності з 

урахування граничних умов: 
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де 
* *,i ku   - фундаментальні розв’язки рівнянь (6) у області Фур’є-зображень. 

Інтегруючи частинами перший член першого рівняння та другий член другого рівняння, 

додаючи отримані співвідношення з урахуванням несиметричного тензору деформацій, можна 

записати представлення для потенціальних зображень переміщень та мікроповоротів: 
* * * *ˆ ,i j ij k kj j ij k kj

L L

u p U dL m dL X U d Y d
 

             

** ** ** **ˆ ,k j kj k kk j kj k kk

L L

p U dL m dL X U d Y d
 

             (8) 

де 
* ** * **, , ,ij kj kj kkU U    - фундаментальні функції для переміщень та мікроповоротів, ,j kp m  - 

невідомі функції.  

Для побудови фундаментальних функцій для переміщень та мікроповоротів використаємо 

методи теорії потенціалу та колокації. Для плоского випадку, що розглядається у роботі, рівняння 

руху через переміщення та мікроповороти записуються у вигляді: 
2
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Продиференціюємо друге з рівнянь (9) по х1 та перше по х2 та віднімемо їх. Підставимо 

отримане рівняння у третє рівняння. Отримаємо визначальне співвідношення для визначення 

мікроповоротів у континуумі Коссера: 

2

1 2 2 1 2
3 3 3 32 2

3 2

ˆ ˆ ( )1ˆ ˆ ˆ ˆ ;
2
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p q Y

l c
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 
 

де 3 ( ) / 2l      – розмірний параметр континууму Коссера, 2 ( ) /c      
 - швидкість 

хвиль зсуву у континуумі Коссера. 

Використовуючи метод колокації [9] фундаментальні тензори переміщень та мікроповоротів 

можна записати у вигляді: 
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де j – хвильові числа, , , ,k k k mA a b  - відомі сталі, 4,3;3,2,1  mk . 

Для задоволення граничних умов (1) у області Фур’є-зображень та визначення невідомих 

функцій силові та моментні напруження розраховувалися за формулами [10]: 
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 (10) 

де  — кут між нормаллю до площинки та віссю Ох1. 

Тут для плоскої задачі компоненти тензора напружень визначалися на основі залежностей, 

що є аналогами закону Гука у моментному континуумі Коссера [1]: 
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     

 

Підставляючи зображення переміщень та мікроповоротів (8) у формули (10), виділяючи 

нерегулярні складові та застосовуючи формули Племеля-Сохоцького при граничному переході, 

отримаємо інтегральні рівняння для визначення невідомих функцій: 

 
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q
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q
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
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

  
         

v р х x х x х x  

      0 0 03
1 2 3 3. . , , , 0.

2
L

m
G qd G qd G m dL    v р х x х x х x  

Отримана система інтегральних рівнянь розв’язувалася числово на основі методу 

механічних квадратур. Для інтегралів тику Коші використовувалися квадратурні формули 

підвищеної точності [11]. 

Використовуючи розроблений у роботі підхід, побудовано аналітичні залежності для 

визначення кільцевих та радіальних напружень: 
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        
2
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2 l L

c
q h p h p h m dL

c




  
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L

h p h p h m dL   v p x x x x x x  

де  0, , 1, 5kh k x x  - відомі функції. 

Оригінали кільцевих та радіальних напружень визначалися на основі дискретного 

оберненого перетворення Фур’є, що за числових розрахунків реалізовувався на основі алгоритму 

Кулі-Тьюкі швидкого перетворення Фур’є: 

     
1 11

ˆ ˆexp 2 ,
K K

k n n

n К n К

n k
T i

Т K
     

 

 

   
   

  
    (11) 

де K — кількість елементів дискретної вибірки, 2 /n n T   — частоти вибірки, 

/ , 0.. 1kT kT K k K    — фіксовані моменти часу. Для оптимізації числових розрахунків 

представлення (11) зручно обчислювати за допомогою швидкого дискретного перетворення Фур’є, 

при 2 ,mK m  — ціле додатне число. 

Результати числових розрахунків. На основі розробленого аналітико-числового методу 

проведемо дослідження динамічного напруженого стану для пінополіуретану (рис. 2). У [6] на 

основі експериментальних досліджень отримані наступні значення пружних характеристик у 

континуумі Коссера: =4,33 МПа, =40 Н, =4,5 Н, =763 МПа, =104 МПа. За числових 

розрахунків значення густини пінополіуретану приймалося =0,34
 
г/cм

3
, модуль Юнга Е=300 

МПа, коефіцієнт Пуассона  = 0,44. 

Для числових розрахунків було вибрано 512 елементів дискретної вибірки для швидкого 

дискретного перетворення Фур’є та 80 вузлових точок на границі порожнини. При заданні 

модуляції імпульсу з часом було вибрано наступні параметри: 
* *30; 2;p n 

* 4  . Дослідження 

проводилися для інтервалу безрозмірного часового параметра [0, 12 / ]lc a  .  

На рис. 2 кривій 1 відповідає розв’язок, отриманий у рамках класичної теорії пружності на 

основі алгоритму, розробленому у [12], кривим 2-7 – розв’язки у континуумі Коссера, отримані на 

основі розробленого методу для випадків R=0,1l3, 0,25l3, 0,5l3, 1l3, 3l3 та 5l3 відповідно. Тут 

0/    . 

 

 
Рис. 2. Розподіл відносних кільцевих напружень на границі тунельної порожнини 

 

З рис. 2 видно, що для випадків ];1,0[ 33 llR  значення кільцевих напружень, розрахованих 

з урахуванням впливу обертально-зсувних деформацій, є вищими у 1,16 – 1,9 рази відповідних 

значень, отриманих у рамках класичної теорії пружності.  

Для 33lR   значення динамічних кільцевих напружень у моментному континуумі Коссера є 

меншими відповідних значень, розрахованих на основі рівнянь класичної теорії пружності. Цей 
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факт узгоджується з відомими у результатами, отриманими на основі аналітичних розв’язків [10], 

записаних для континууму Коссера зі стисненим обертанням. 

Висновки. В статті розроблено аналітико-числовий метод розв’язання нестаціонарних задач 

у моментному континуумі Косссера. За використання перетворення Фур’є за часом та модифікації 

методу граничних інтегральних рівнянь, побудовано інтегральні рівняння першої основної задачі, 

ядра яких мають особливості типу Коші. 

Точність запропонованого методу забезпечується узгодженням отриманих результатів з 

відомими у літературі результатами. 

Розроблений метод можна використовувати для повного аналізу перебігу нестаціонарних 

хвильових процесів у структурно-неоднорідних волокнистих, пінистих чи гранульованих 

середовищах. 
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