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МОДЕЛИРОВАНИЕ РАБОТЫ ПОРТОВОГО КОНТЕЙНЕРНОГО ТЕРМИНАЛА 
С УЧЕТОМ НЕРАВНОМЕРНОСТИ ПРИБЫТИЯ ТРАНСПОРТНЫХ СРЕДСТВ 

 
В статье приводится построение и анализ 

марковской модели работы портового контей-
нерного терминала, который интерпретируется 
как  некоторая система массового обслужива-
ния (СМО). Специфической особенностью этой 
СМО является наличие взаимодействия потока 
судов с контейнерным поездом. Поток прибы-
тий  судна считается эрланговским. Для такой 
СМО выведена и решается система алгебраиче-
ских уравнений для стационарных вероятностей 
состояний, с помощью которых выражаются 
основные показатели эффективности работы 
СМО: средний уровень запасов контейнеров на 
складе, вероятность простоя судна в ожидании 
подвоза контейнеров и др. Рассматривается за-
дача исследования зависимости степени регу-
лярности прибытия транспортных средств на 
значение указанных показателей. 

Ключевые слова: портовый контейнерный 
терминал, контейнерный поезд, судно-
контейнеровоз, система массового обслужива-
ния, марковский процесс, уровень запасов  кон-
тейнеров на складе, вероятность простоя судна 

 
M. Postan, I. Savel’eva  
Method of risks evaluation in output plan optimiza-

tion by enterprise under random demand 
In our paper, the Markovain model of port’s 

container terminal functioning is built and analyzed. 
А port’s terminal is interpreted as queueing system. 
The specific feature of this queueing system is inter-
action between containership and container train. It 
is supposed that flow of containership’s arrivals is 
Erlang. For such kind of queueing system the system 
of algebraic equations is derived for determination 
of stationary state-probabilities. With the help of 
these probabilities the main performance indices are 
expressed, for example: mean number of containers 
at warehouse, probability of containership demur-
rage, etc. The problem of regularity of transport 
units’ arrivals  influence on storage level of contain-
ers at warehouse is considered. 

Keywords: ports’ container terminal, con-
tainer train, containership, queueing system, the 
Markov process, storage level of containers at 

warehouse, probability of containership demurrage 
 
При проектировании портовых контей-

нерных терминалов (ПКТ) и совершенствова-
нии управления их функционированием воз-
никает необходимость учитывать объективно 
существующие нерегулярность и аритмич-
ность прибытия транспортных средств для по-
грузки и выгрузки грузов. Несмотря на суще-
ствующие месячные планы-графики прибытия 
судов на ПКТ, а также соглашения между ПКТ 
и железной дорогой, идеальной координации 
прибытия порожнего и груженого транспорта 
достичь практически невозможно из-за форс-
мажорных или субъективных факторов, а так-
же из-за сложности организации работы самой 
транспортной системы. Нерегулярность посту-
пления груза и транспорта на ПКТ приводят к 
неравномерному использованию во времени 
производственных мощностей и трудовых ре-
сурсов ПКТ, к созданию их значительных ре-
зервов. Кроме того, они способствуют возник-
новению ряда рисковых ситуаций, например: 
   - простою одного вида транспорта из-за от-
сутствия смежных видов транспорта, груза или 
свободной складской вместимости;  
   - простою перегрузочного оборудования и 
докеров-механизаторов; 
   - недоиспользованию складских помещений; 
   - нарушению финансовой устойчивости опе-
ратора ПКТ. 

Поэтому при определении технико-
эксплуатационных параметров ПКТ необходи-
мо учитывать возможность наступления ука-
занных рисков.  

Различные теоретические особенности 
данной проблематики освещались в моногра-
фиях [4; 6] и статьях [2; 3; 5]. В качестве ос-
новного методологического подхода в указан-
ных  работах  использовались  методы   теории 
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массового обслуживания в сочетании с мето-
дами теории запасов. Так, в статьях [2; 5] при-
ведена вероятностная модель ПКТ, с помощью 
которой исследовалось взаимодействие судна-
контейнеровоза с потоком автомашин. При 
этом для описания движения судна допуска-
лась разная степень регулярности его прибы-
тия на ПКТ, что учитывалось с помощью зако-
на распределения Эрланга времени рейса суд-
на. Отметим, что обозримые аналитические ре-
зультаты в цитированных работах получены 
при упрощающем предположении о нулевом 
(т.е. практически пренебрежимо малом) вре-
мени выгрузки контейнеров из машин на склад 
и времени их погрузки со склада на судно.  Не-
смотря на кажущуюся неестественность такого 
допущения, оно вполне приемлемо с теорети-
ческой точки зрения, так как найденное с его 
помощью соотношения и показатели эффек-
тивности работы ПКТ могут рассматриваться 
как нулевое приближение при их разложении в 
степенные ряды по степеням малого параметра 
(т.е. времени погрузки/выгрузки). Кроме того, 
такое допущение позволяет сконцентрировать 
внимание  на оценке простоев транспорта, вы-
званных только недостаточной координацией 
моментов прибытия груженых и порожних 
транспортных средств (например, простоя 
судна вследствие ожидания подвоза груза). 
Использовавшийся в цитированных работах 
подход может быть использован также для 
анализа взаимодействия потока судов и кон-
тейнерного поезда.  

Как следует из результатов предыдущих 
исследований [2-6], без тех или иных упро-
щающих допущений теоретическое исследова-
ние указанного класса транспортных систем 
становится практически невозможным из-за 
высокой размерности моделей. Поэтому здесь 
обычно приходится довольствоваться в основ-
ном только асимптотическими результатами, 
имитационными экспериментами и качествен-
ным анализом. 

Целью работы является построение и 
анализ вероятностной модели работы ПКТ, 
учитывающую взаимодействие линейного 
судна-контейнеровоза с контейнерным поез-
дом (или фидерным судном), а также установ-
ление аналитических зависимостей между  па-
раметрами входящих потоков транспорта и ос-
новными показателями эффективности работы 
исследуемой транспортной системы. 

Математическая постановка задачи. 
Предположим, что на ПКТ прибывает линей-
ное судно-контейнеровоз для погрузки кон-

тейнеров, которые доставляются с помощью 
маршрутного контейнерного поезда (или фи-
дерного судна). Время кругового рейса судна 
(без учета времени его нахождения на ПКТ) 
будем считать случайной величиной с функци-

ей распределения (ф.р.) ).(1 tA  Примем, что 
длительность кругового рейса контейнерного 
поезда также является случайной величиной с 

ф.р. ),(2 tA  причем независимой от случайной 
длительности рейса судна. Считаем, что с ве-

роятностью ia  на судно погружается ровно i 
контейнеров (в единицах TEU) 
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где K – максимальное число контейнеров, ко-

торое следует погрузить на судно. 
Это число, очевидно, не превышает 
контейнеровместимость судна. 

 
Каждый контейнерный поезд привозит 

ровно L < K контейнеров, которые  выгружа-
ются  на складскую площадку. Длительностя-
ми погрузки контейнеров на судно и выгрузки 
их из поезда будем пренебрегать, т.е. считать, 
что эти времена значительно меньше, чем 
средние длительности рейсов судна и поезда. 
Вместимость склада (в единицах TEU) будем 
считать достаточно большой (т.е. будем пре-
небрегать возможностью простоя поезда из-за 
отсутствия  свободной складской емкости).  

Обозначим через )(t  количество кон-
тейнеров, находящихся в момент времени t  на 

складе, если .0)( t  Если ,0)( t  то )(t  
есть количество контейнеров, которое должно 
быть погружено на судно, при условии, что в 
момент t  судно находится на ПКТ и склад 
пуст. 

Основной  задачей  является нахождение 
распределения вероятностей случайного про-

цесса )(t  в принятых выше допущениях. 
Располагая этим распределением, мы можем 
определить различные показатели эффектив-
ности работы ПКТ. Однако при произвольных 

ф.р. )(1 tA  и )(2 tA  эта задача весьма сложна в 
математическом аспекте. Практически, полу-
чить обозримые аналитические результаты 
можно только для случая: 
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т.е. для закона распределения Эрланга или для 
других распределений фазового типа. Для при-
ложений этого, впрочем, вполне достаточно. 

Отметим, что распределение (1) позво-
ляют описать широкий спектр реальных си-
туаций: от совершенно случайных длительно-
стей круговых рейсов транспортных средств 
(rn=1, n=1,2) до полностью регулярного их 

движения ).2,1,0/1  ,(  nr nn    
Ниже будет найдено  стационарное рас-

пределение процесса )(t  для некоторых ча-
стных случаев закона распределения (1). 

Основные результаты работы. Рассмот-
рим вначале наиболее простой с математиче-

ской точки зрения случай .121  rr  При этом 
)(t  становится однородным марковским 

процессом, фазовое пространство состояний 
которого будет таким: 
 

,...}.1,0,...,1,:{  KKii  
Обозначим 

                                                    
,},)( P{lim)(   iitip t        (2) 

 
предельные вероятности состояний процесса 

)(t  (в предположении существования ука-
занных пределов). Для нахождения распреде-
ления вероятностей (2) стандартным путем [1] 
можно вывести следующую бесконечную сис-
тему алгебраических уравнений Колмогорова: 
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Из уравнений (3), (4) можно последова-

тельно выразить вероятности 
)1( ),...,1( ),(  pKpKp  через вероятно-

сти ).1(),...,1(),0( Kppp  Из уравнений (3) 
получим следующее рекуррентное соотноше-
ние: 

1,...,1,

  ),()(
02

1



 





LKKKi

lpaip
iK

l
il


          (7) 

 
Из уравнений (4) при 

12,...,1,  LKLKLKi  с уче-
том (7) последовательно находим: 
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Действуя аналогично для значений 

,1,...,12,2  LKLKi  с помощью 
уравнений (4) выразим все вероятности 

,1,...,1,),(  KKiip  через вероятности 
).1(),...,1(),0( Kppp  Таким образом, задача 

свелась к решению бесконечной системы ли-
нейных алгебраических уравнений (5),(6). Ре-
шим эту систему методом производящих 
функций. Введем следующую функцию: 
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и с ее помощью преобразуем систему (5). В ре-
зультате стандартных преобразований найдем: 
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Поскольку )(zP  аналитическая в круге 
1z  функция, то нули числителя и знамена-

теля дроби (9) должны совпадать между собой. 
Один из этих нулей равен 1, поэтому из (9)  
вытекает равенство: 
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Соотношение (10) выражает так назы-
ваемый закон сохранения для анализируемой 
обслуживающей системы. Он показывает, что 
в установившемся режиме работы системы ин-
тенсивность потока событий «в момент при-
бытия судна на складе недостаточно контейне-
ров для его загрузки» (правая часть равенства 
(10)) равна интенсивности потока событий «на 
ПКТ, где находится судно в ожидании контей-
неров, прибывает поезд с недостающими для 
догрузки судна контейнерами» (левая часть 
равенства (10)). 

Вычислим: 
 

),(lim 01 zPz 
 

применив правило Лопиталя и используя соот-
ношение (10):  
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Поскольку )1(P  есть вероятность, а числитель 
дроби (11) неотрицателен, то ее знаменатель 
должен быть положительным, т.е. должно вы-
полняться неравенство: 
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С физической точки зрения условие (12) 
является необходимым для существования ус-
тановившегося режима работы ПКТ как об-
служивающей системы. При его нарушении 
количество контейнеров, скапливающихся на 
складе, будет неограниченно возрастать с те-
чением времени (в силу принятого выше до-
пущения о неограниченности складской вме-
стимости). В левой части неравенства (12) сто-
ит параметр потока контейнеров, вывозимых 

из ПКТ, а в правой части – параметр потока 
прибывающих на ПКТ контейнеров. Таким об-
разом, выполнение условия (12) гарантирует 
работу ПКТ в статистически равновесном ре-
жиме. Разность же левой и правой частей не-
равенства (12) имеет смысл резерва пропуск-
ной способности ПКТ. 

Для нахождения оставшихся неизвест-

ными вероятностей ,1,...,1,0),(  Kiip  не-
обходимо вновь воспользоваться свойством 
аналитичности функции (9) в единичном кру-
ге, где многочлен: 
                                         

)1()()(
2

1
1

LKiKK

i
i

K zzzazzD  




 
имеет ровно K нулей. Чтобы доказать это ут-
верждение, представим данный многочлен в 
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Поскольку на окружности 1z  выполняется 
условие 
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то, согласно теореме Руше [1], функции )(zD  

и )(1 zD  имеют одинаковое число нулей внут-

ри и на границе единичного круга ,1z  т.е. 
K  нулей. Обозначим эти нули через 

.,...,,,1 1210  Kzzzz  Тогда из (9) вытекает 
следующая система уравнений для нахождения 
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Эта система должна решаться вместе с 
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уравнением  (6) с учетом равенств (7), (8). 
Отметим вычислительную сложность 

указанной задачи, связанную с тем, что пара-
метр K на практике является достаточно боль-
шим числом (обычно измеряемым десятками и 
даже сотнями). Поэтому нахождение корней  

алгебраического уравнения 0)( zD    степе-
ни LK   может представлять серьезную вы-
числительную проблему. 

Используя предельные вероятности, най-
денные в результате решения системы (3)-(6), 
можно вычислять показатели, характеризую-
щие эффективность взаимодействия судна с 
контейнерным поездом. Приведем некоторые 
из них. 
а) среднее количество контейнеров, находя-
щихся на складе в произвольный момент вре-
мени, 











1

2

)]()1)((

)1()12([{
2
1

)1(

Li
ipiLKiLK

PLKL

PK

























K

i
i

l

i

K

l

K

i
i

Lia

ipilKilKa

aiKi

l

1

1
21

1

01

1
1

.)( 

)]}()1)((

)12([





 

 
Здесь вероятность Р(1) определена фор-

мулой (11). 
б) среднее число контейнеров, в ожидании 
прибытия которых простаивает судно, 
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в) вероятность простоя судна в ожидании под-
воза контейнеров на поезде: 
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С целью минимизации простоя судна 
можно подобрать параметр L  таким образом, 
чтобы выполнялось условие 
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где  заданная малая вероятность. 
 

Проанализируем теперь более общий, 
чем изучавшийся выше случай, считая, что 

.1 ,1 21  rrr  В этом случае можно гово-
рить об ограниченной регулярности прибытия 
судна на терминал, поскольку при больших 
значениях параметра r  и фиксированной ве-

личине 1/ r  время между уходом судна из 
ПКТ до следующего момента его прибытия 
будет мало отличаться от постоянной величи-
ны. Для моделирования данной обслуживаю-
щей системы воспользуемся обычно приме-
няемым в такой ситуации методом фаз Эрланга 

[1]. Обозначим через )(t  номер текущей фа-
зы движения судна в момент времени t  и вве-
дем в рассмотрение однородный марковский 

процесс )),(),(( tt   где компонента )(t  со-
храняет прежний смысл. Этот марковский 
процесс определен над следующим фазовым 
пространством состояний: 
 

 }.0,1,...,1,:),0{(
,...}2,1,0 ; 1,...,2,1:),{(
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Отметим, что состояния 

)0)(,0)((  tt   здесь имеют следующий 
смысл: в момент времени t склад пуст и судно 
стоит у причала в ожидании подвоза контейне-
ров поездом, причем для загрузки судна требу-

ется ровно )(t  контейнеров. Состояния же 
)0)(,0)((  tt   означают, что в момент t 

судно находится в первой фазе движения, а на 

складе находится )(t   контейнеров. Обозна-
чим 
 

  ),(},)(,)({lim),( P ijitjtijp t 
 
(считая, что указанные пределы существуют). 

Предельные вероятности ,),(),,( ijijp  
удовлетворяют следующей системе алгебраи-
ческих уравнений Колмогорова, обобщающей 
систему (3)-(6): 
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а из (14) следует, что: 
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Следовательно, все вероятности вида 

,1,...,1,),,0(  KKiip  выражаются по 
формулам (18), (19) через вероятности 

.1,...,1,0  ),,1(  Kiirp  Для нахождения 
оставшихся вероятностей воспользуемся урав-
нениями (15)-(17). Введем производящие 
функции: 
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и преобразуем с их помощью систему уравне-
ний (15),(16). В  итоге придем к следующей 
системе уравнений для нахождения функций 
(20): 
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Из (22) следует, что:   
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Полагая в формуле (23) 1 rj  и подставляя 

в (21) полученное выражение для ),(1 zPr  
найдем: 
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Положив в (24) 1z  и учитывая свойство 

аналитичности функции )(0 zP  в единичном 
круге, 
получим соотношение, обобщающее (10), 
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Вычислив предел в (24) при 01z  с уче-
том (25), найдем: 
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Из (26) вытекает следующее необходимое ус-
ловие существования установившегося режима 
работы системы (см. (12)): 
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С целью определения неизвестных веро-

ятностей ,1,...,1,0  ),,1(  Kiirp  необхо-
димо исследовать нули знаменателя дроби в 
правой части формулы (24). Представим этот 
знаменатель в виде разности: 

 ),()( 43 zDzD              (28) 
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На единичной окружности 1z  имеют 
место следующие неравенства: 
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Поэтому функция (28) имеет столько же 

нулей внутри и на границе единичного круга, 

сколько и функция ),(3 zD  т.е. K нулей, кото-
рые  будем обозначать, как и выше, 

.,...,,,1 1210  Kzzzz   
Из свойства аналитичности функции 

)(0 zP  в указанном круге из (24) следует, что 
должны выполняться равенства: 
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Решение этой системы вместе с уравне-

ниями (17)-(19) позволит найти все оставшиеся 
неизвестными вероятности состояний обслу-
живающей системы. 

Укажем некоторые основные показатели 
эффективности обслуживания, которые выра-
жаются через найденные вероятности.           

а) среднее количество контейнеров, находя-
щихся на складе в произвольный момент вре-

мени,       

 
)],1)()(,1(

01

),0()1)(([

)],1()(

),0()([)1(2

])1()1[(

)1()(      где

)29(                                    ),1(
2

)1(

)1()1(

1

1

1

21

1

1

01

1

22

122

0211

0
1

2

0

1

0

 

 

  

 







 





























ililirpa

ipiLiL

irpail

ipiLLr

LLrrL

PLriia

LP
rr

PrP

K

l

l

i
l

Li

K

l

l

i
l

Li

K

i

r

j
jrK

















 

   а  )1(0P  вычисляется по формуле (26). 
   б) среднее число контейнеров, которые ожи-
дает судно,                       
                                

).,0(                     
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    в) вероятность простоя судна в ожидании 
прибытия контейнеров:  
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Выражения (29) и (31) позволяют прове-

сти количественный анализ влияния степени 
регулярности прибытия судна на терминал, ха-
рактеризуемой параметром r, на средний уро-
вень запаса контейнеров на складе и на веро-
ятность простоя судна. В то же время на эти 
показатели влияет также и степень регулярно-
сти прибытия контейнерного поезда. Общая 
закономерность влияния степени регулярности 
прибытия транспортных средств на терминал 
заключается в снижении среднего уровня запа-
са контейнеров на складе с ростом степени ре-
гулярности. Поэтому представляет интерес 
дальнейшее исследование процесса взаимо-
действия на терминале судов и поезда с учетом 
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разного уровня регулярности прибытия судов 
и поезда. Как следует из приведенных выше 
результатов, такая задача в принципе также 
может быть решена, хотя ее решение и сопря-
жено с большими математическими трудно-
стями. 
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МОДЕЛЮВАННЯ ОПЕРАЦІЙНОЇ ДІЯЛЬНОСТІ МОРСЬКОГО ПОРТУ  

 
Пропонується застосування 

комп’ютерних імітаційних технологій як гнучко-
го інструментарію моделювання економічних си-
стем. Обґрунтовується доцільність залучення 
системно-динамічного підходу в моделюванні 
розвитку морського порту. Запропоновано ком-
плекс моделей операційної діяльності порту та 
пов’язаних з нею фінансових потоків. Розглянута 
структура моделі динаміки розвитку порту 

протягом року з добовим кроком імітації. Наве-
дені результати імітаційних експериментів на 
моделі на прикладі Державного підприємства 
«Морський торгівельний порт «Усть-Дунайськ». 

Ключові слова: імітаційна модель, іміта-
ційний експеримент, системно-динамічний під-
хід, операційна діяльність 
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