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ИССЛЕДОВАНИЕ МОДЕЛИ ПОТРЕБЛЕНИЯ МЕТОДАМИ  

ТЕОРИИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
 

Рассмотрена модель потребления клиен-
том некоторого банка денежных средств ме-
тодами теории оптимального управления. При-
ведена математическая постановка задачи для 
максимизации дисконтированной долгосрочной 
полезности. Используя принцип максимума, по-
лучена система линейных дифференциальных 
уравнений. Найдена оптимальная траектория 
управления.  
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Consumption model study by optimal management 

theory methods 
The article describes some bank client's cash 

consumption model by optimal management theory 
methods. It provides a mathematical task setting for 
a discounted long-term utility maximization. Using 
the maximum principle, the article obtains a linear 
differential equations system. The optimal trajectory 
of management was found. 
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Современная экономика Украины харак-

теризуется дефицитом бюджета и общим спа-
дом производства. Эти ее черты оказывают не-
гативное влияние на рынок потребительских 
товаров и услуг, что существенно усложняет 
задачу принятия потребителем решений отно-
сительно выбора этих товаров и услуг. Удов-
летворение потребностей людей является ос-
новной целью функционирования экономики, 
главной и непосредственной задачей любого 
производства. Потребление является постоян-
ным и непреходящим объектом внимания эко-
номистов во все времена, а теория потребления 
постоянно требует своего дальнейшего разви-
тия. 

Основное внимание в научных исследо-
ваниях экономистов в последнее время уделя-
ется вопросам развития производства, инве-
стирования, становления и развития рыночной 
инфраструктуры. Вместе с тем, проблемы по-
требителей не находят достаточного теорети-
ческого объяснения. 

Для потребителей в настоящее время 
становится характерным нерациональное по-
ведение, неустойчивость предпочтений, воз-
растающая натурализация потребления и дру-
гие явления, которые не находят объяснения в 
рамках традиционной экономической теории. 
Все эти негативные тенденции приводят к не-
обходимости повышенного внимания как к 
теоретическим аспектам потребления, так и к 
анализу практики потребления. Современная 
экономика, развивающаяся на основе как про-
шлых, так и новейших теорий, не отличается 
высокой эффективностью и не дает ответа на 
вопросы о природе процессов, происходящих в 
сфере потребления. Поэтому становятся акту-
альными разработки новых методов и соци-
ально-экономических моделей, способных 
адекватно описывать эти процессы и давать 
возможность их прогнозирования. 

Для решения проблем, связанных с при-
нятием рациональных решений в сфере произ-
водства и потребления, адекватным измерени-
ем результатов и затрат, экономисты исполь-
зуют такой мощный метод исследования, как 
математическое моделирование экономиче-
ских процессов и явлений. Существует боль-
шой класс задач, в которых нужно определить 
оптимальные действия экономического объек-
та, которые учитывают динамику его состоя-
ний в пространстве и во времени. Состояние 
такого объекта можно охарактеризовать пара-
метрами управления и параметрами состояния. 
В зависимости от выбора этих параметров 
процесс управления объектом будет протекать 
различным образом. Методы решения таких 
задач составляют предмет математической 
теории оптимального управления. Во многих 
случаях модели, использующие аппарат тео-
рии оптимального управления, приводят к ин-
тересным и познавательным результатам и 
описываются системами обыкновенных диф-
ференциальных уравнений или уравнений в 
частных производных. 

Теоретические основы потребления как 
экономической   категории   и  сопряженные   с 
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ним проблемы рассматривались различными 
школами и направлениями. Среди них можно 
выделить неклассическую теорию поведения 
потребителя, которая сформировалась в рабо-
тах У.С. Джевонса [3], А. Маршалла [10], 
Е. Слуцкого [13] и других авторов. Они зало-
жили основу для появления последующих 
макроэкономических исследований потребле-
ния в работах Дж. М. Кейнса [8] и посткейнси-
анских теорий. Функция полезности была вве-
дена еще в ХIХ в. У.С. Джевонсом, 
К. Менгером и Л. Вальрасом, которые одно-
временно и независимо друг от друга разраба-
тывали теорию предельной полезности [3]. 
Осмыслению проблем потребления, присущих 
формирующемуся постиндустриальному об-
ществу, посвящены работы В. Иноземцева [5], 
Я. Кронрода [9], Р. Цвылева [14]. 

Задачи оптимального управления явля-
ются эффективным математическим аппаратом 
в различных вопросах математической эконо-
мики. Оптимизационные динамические модели 
экономических систем рассматриваются в ра-
ботах Ф. Рамсея, Т. Купманса. Развитие этих 
моделей представлено работами В. Болтянско-
го [2], Э. Полака [11], Р. Калмана [6], 
Л. Понтрягина [12], Р. Беллмана [1], А. Дубо-
вицкого, А. Милютина, В. Левина [4], 
Л. Канторовича, А. Горстко [7]. Однако, не 
смотря на достаточное использование динами-
ческих моделей для решения экономических 
проблем, вопросам оптимизации потребления 
банковских средств уделено недостаточно 
внимания. 

Целью статьи является построение и 
исследование модели потребления клиентом 
некоторого банка денежных средств методами 
теории оптимального управления. 

Состояние потребительского спроса все-
гда определяло и определяет степень востре-
бованность продуктов и услуг. В частности, 
это касается возможностей производителей 
выводить новые продукты на рынок. В услови-
ях рыночной системы управления производст-
венной и сбытовой деятельностью предпри-
ятий и фирм в основе принятия хозяйственных 
решений лежит рыночная информация, а обос-
нованность решений проверяется рынком в 
ходе реализации товаров и услуг. При таком 
подходе начальным пунктом всего цикла 
предпринимательской деятельности становит-
ся изучение поведения потребителя.  

Рассмотрим потребителя, который в ре-
зультате своего существования потребляет не-
которые блага. В качестве благ могут высту-

пать: 
- продовольственные товары; 
- товары первой необходимости; 
- товары второй необходимости; 
- предметы роскоши; 
- платные услуги и т.д. 
Модели потребления базируются на объ-

ективных психологических законах удовлетво-
рения потребности человека, которые прояв-
ляются в определенной рыночной среде. Но 
выбор потребителя определяется не только его 
предпочтениями, он также ограничен ценой 
товаров и доходом потребителя. 

В экономике считается, что потребитель 
определяет степень полезности от потребления 
любого блага. Зная полезность от потребления 
различных благ, потребитель делает выбор из 
этих благ. И этот выбор должен приносить 
максимальную полезность потребителю. 

Функция полезности – это функция, от-
ражающая зависимость общей полезности от 
количеств потребляемых благ. 

Предположим, что клиент банка имеет 
на счету в момент времени 0t   сумму денег 

0x . Пусть эта сумма увеличивается с коэффи-
циентом 0k  . 

Обозначим через  y t  – количество де-
нег, которое используется для потребления в 

момент времени t , а через  x t  – сумму денег 
в банке в момент t . Тогда количество денег в 
банке можно определить как решение диффе-
ренциального уравнения:  

dx kx y
dt

 
 

с начальным условием 
  0 00 , 0x x x  . 

Пусть клиент хочет выбрать траекторию 
потребления таким образом, чтобы максими-
зировать дисконтированную долгосрочную 

полезность на интервале времени  0; T : 

 
0

( )
T

ptu e U y t dt 
, 

где  ( )U y t  – мгновенная полезность от 

потребления суммы денег  y t  в момент вре-

мени t , а 0p   – персональный коэффициент 
предпочтения клиента. 

Предположим, что функция полезности 
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имеет вид: 
   ( )U y t y t , 

где 0 1   . Пусть, также, клиент хо-

чет сохранить на счету в банке сумму денег 1x  
в момент времени T , то есть 
  1 1, 0x T x x  .  

Таким образом, мы приходим к следую-
щей математической постановке задачи. Найти 
максимум функционала 

0

( )
T

ptu e y t dt  
 

при условиях  
dx kx y
dt

 
, 

  00x x , 
  1x T x , 

0 10, 0x x  . 
Для того чтобы решить эту задачу, со-

ставим обобщенный гамильтониан: 
 

   , , ,H x y y kx y     . 
Первое условие принципа максимума 

0H
y




  дает равенство: 
1 0y   , 

откуда находим: 

 

1
1

( )y t
t

 
     .                        (1) 

Дифференциальное уравнение для функ-

ции  t  получим из второго условия прин-
ципа максимума: 

d Hp
dt x
 
   

 . 
Имеем 

d p k
dt

   

 
или 

 d p k
dt

  

.                 (2) 

Подставляя (1) в условие 

dx kx y
dt

 
, 

получим: 

 

1
1dx kx

dt t

 
     . 

Таким образом, получили систему диф-
ференциальных уравнений с неизвестными 
 x t  и  t : 

 

1
1

,

.

dx kx
dt
d p k
dt




      
 

                     (3) 
Проинтегрируем второе уравнение, от-

куда найдем: 
   

1 1,p k tt C e C R   .            (4) 
Подставляя это решение в первое урав-

нение системы (3), получим: 

 

1
1

1
p k t

dx kx
dt C e





 
    

  , 
или 

 
1

1
1

1

p k tdx kx e
dt C

 


 
   

  . 
Интегрируя это уравнение, найдем его 

общее решение: 

 
 

1
1

1
2

1

1 ,
p k t

ktx t C e e p k
C p k

 


  
          .  (5) 

Постоянные 1C  и 2C  определим из гра-
ничных условий: 

  00x x , 
  1x T x . 

Подставляя условие   00x x  в реше-
ние (5), получим: 

1
1

0 2
1

1x C
C p k

  
       , 

откуда найдем 2C : 
1

1

2 0
1

1C x
C p k

  
       . 

Теперь воспользуемся вторым гранич-

ным условием   1x T x : 
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1

1
1

1 2
1

1 p k T
kTx C e e

C p k

 


  
        , 

 
1 1

1 1
1

1 0
1 1

1 1 p k T
kT kTx x e e e

C p k C p k

  


      
                . 

Найдем из последнего равенства посто-

янную 1C . 

 
1

1
1

0 1
1

1 p k T
kT kTe e x e x

C p k

 


   
            , 

 

1
1

0 1

1 1
1

kT

p k T
kT

x e x p k
C

e e








    
      . 

Обозначая через 

 
0 1

1
1

kT

p k T
kT

x e x p kB
e e






  
 


 , 

получим, что  
1

1C B  . 
Тогда 

2 0
1C x B
p k


 
  . 

Найденные постоянные 1C  и 2C  подста-
вим в решения (4) и (5). Из равенства (5) опре-
делим количество денег в банке в момент вре-
мени t : 

   

 
0 1 1

0

1

p k TkT
kt kt

p k T
kT

x e xx t x e e e
e e










 
     

  . 
Из равенства (4) получим: 

   1 p k tt B e    , 
Откуда найдем оптимальную траекто-

рию управления  y t : 

 
1

1
y t

 
    , 

то есть 

   

 
0 1 1

1
1

p k tkT

p k T
kT

x e x p ky t e
e e










  
  


 . 

Если сумма денег в момент времени T  
должна быть равна первоначальной сумме де-

нег, то есть   0x T x , то получим, что опти-

мальной траекторией будет функция 
  0y t px . В этом случае будут использо-

ваться только процентные деньги, что возмож-
но лишь только тогда, когда индивидуальный 
коэффициент предпочтения равен коэффици-

енту дохода p k . 
Рассмотрим случай, когда временной 

промежуток будет бесконечным и введем гра-
ничное условие 

 lim 0
t

x t



, 

то есть с течением времени счет в банке 
сокращается до нуля. Получим следующую за-
дачу: найти максимум функционала: 

0

( )ptu e y t dt


  
 

при условиях  
dx kx y
dt

 
, 

  0 00 , 0x x x  , 
 lim 0

t
x t




. 

Постоянные 1C  и 2C  найдем, подставляя 
граничные условия в решение: 

 
 

1
1

1
2

1

1 p k t
ktx t C e e

C p k

 


  
        . 

Используя первое условие, получим, как 
и ранее: 

 
 

1 1
1 1

1
0

1 1

1 1 p k t
kt ktx t x e e e

C p k C p k

  


      
                . 

Теперь воспользуемся вторым гранич-

ным условием   0x t   при t  . Если 
0p k   (то есть персональный коэффициент 

предпочтения клиента превосходит коэффици-

ент дохода), то 
 

1 0
p k t

e



   при t  . То-

гда для выполнения второго граничного усло-

вия нужно, чтобы константа 1C  была равна: 

 

1

1
0

1 ,C p k
x p k


  

        . 
Итак, с учетом граничных условий, по-

лучаем решение, которое определяет количе-
ство денег в банке в момент t : 
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1
0

p k t

x t x e



 , 

откуда 

   

 
 

1

1
0

1p k t p k tt C e e
x p k



  
         . 

Оптимальная траектория управления 
 y t  теперь получается из формулы (1): 

 

 
 

1
1

1

0

1 p k t

y t

e
x p k







 
 
 

  
         , 

или 

     
0 1

1

p k tx p k
y t e





 


 .       (6) 

То есть, если персональный коэффици-
ент предпочтения клиента превосходит коэф-

фициент его дохода ( p k ) и количество де-
нег, которое используется для потребления в 
момент времени t  определяется формулой (6), 
то с течением времени счет в банке сокращает-
ся до нуля. 

В современных условиях развития ры-
ночной экономики и усиления конкуренции 
эффективность деятельности производствен-
ной и непроизводственной сфер, банковской 
системы в большой степени зависит от того, 
насколько учтены интересы и потребности 
людей. На первый план выходит проблема 
изучения потребительского спроса, экономи-
ческого поведения потребителей. Покупатели 
стремятся распределить свои средства на при-
обретение различных благ таким образом, что-
бы максимизировать ожидаемую полезность от 
потребления этих благ.  

Целью развития экономики становится 
максимально возможное удовлетворение воз-
растающих потребностей людей. Большое ко-
личество вариантов решения такой задачи соз-
дает взаимозаменяемость потребностей, ресур-
сов, технологий. Это определяет проблему вы-
бора лучшего варианта, который удовлетворя-
ет поставленным целям, что, в свою очередь, 
приводит к задачам оптимального управления 
экономическими системами. И здесь в помощь 
экономистам приходят экономико-
математические методы исследования, позво-
ляющие оптимизировать деятельность пред-
приятия, потребителя и экономики в целом. 
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СУЧАСНІ ТЕХНОЛОГІЇ МОДЕЛЮВАННЯ БІЗНЕС-ПРОЦЕСІВ ПІДПРИЄМСТВА 

 
Розглянуто основні стандарти і сучасні 

інструменти моделювання бізнес-процесів. Про-
ведено порівняльну характеристику BPM-
систем, вказано їх можливості, переваги та не-
доліки. 

Ключові слова: бізнес-процес, ІТ-
технології, корпоративні інформаційні системи 
(КІС), BPM-системи 

 
О.А. Клепикова  

Современные технологи моделирования 
бизнес-процессов предприятия 

Рассмотрены основные стандарты и со-
временные инструменты моделирования бизнес-
процессов. Проведена сравнительная характери-
стика BPM-систем, указаны их возможности, 
преимущества и недостатки.  

Ключевые слова: бизнес-процесс, ИТ-

технологии, корпоративные информационные 
системы (КИС), BPM-системы 

 
O.A. Klepikova  

Modern technology of simulation business 
processes in enterprise 

The article considers the basic standards and 
modern tools of business process modeling. Have 
compared characteristic of BPM-systems their ca-
pabilities, advantages and disadvantages. 

Keywords: business process, IT technology, 
enterprise information systems (EIS), BPM-system 
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