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Некоторые подходы к интервальному решению конечных  

систем уравнений 
В статье описан новый подход к реализации интервального решения системы двух линей-

ных уравнений методом бисекции и проведен анализ возникающих при этом проблем. В силу 

того, что простая интервальная оценка, в ряде случаев, не дает исчерпывающей информа-

ции о наличии решений в исследуемом брусе, предложен ряд дополнительных вычислитель-

ных процедур для оценки взаимного расположения линий уравнений системы в брусе реше-

ний, которые позволяют полностью исключить наличие ошибочных заключений в итоговом 

результате. Выполнено тестирование и анализ реализации предложенного метода на при-

мере плохо обусловленной системы уравнений, произведен сравнительный анализ времен-

ных затрат на выполнение предложенных процедур. Отмечены некоторые возможные 

обобщения предложенного метода на нелинейные системы уравнений, одно из которых ил-

люстрируется на примере решения уравнения Дуффинга. 
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Введение 

При решении систем нелинейных уравне-

ний нередко возникает необходимость проведения 

их глобального анализа, т.е. нахождения всего 

множества их решений. В настоящее время такой 

анализ осуществляется на пути использования 

или методов мультистарта [1], или методов гомо-

топии [2, 3], или интервальных подходов [4]. В 

первом случае множество решений устанавлива-

ется путем многократного решения системы 

уравнений при различных начальных условиях, 

которые обычно выбираются случайным или рав-

номерным образом в зоне поиска. Во втором слу-

чае, – на базе исходного уравнения f(x) = 0 фор-

мируется некоторая дополнительная функция 

H(t, x), – гомотопия, зависящая от некоторого па-

раметра   [0; 1]t , для которой уравнение 

H(t, x) = 0 при t = 0 имеет известное решение, а 

при t = 1 гомотопия совпадает с f(x), т.е. 

H(t, x) = f(x). Тогда, путем последовательного из-

менения параметра t от 0 до 1 и последующего 

решения уравнения H(t, x) = 0 происходит «про-

должение» известного решения и определяются 

корни исходного уравнения. Анализируя описан-

ные подходы, можно отметить, что получение 

надежного результата при переборе начальных 

условий требует достаточно большого их объема 

и, в конечном счете, полученный результат не 

имеет гарантированного характера, а успешное 

решение исходного уравнения во втором случае 

определяется удачным выбором гомотопии и 

успех на этом пути определяется, в конечном сче-

те, удачей и искусством исследователя. По срав-

нению с этим интервальный подход, который 

первоначально возник в связи с установлением 

границ расположения решений уравнения или 

системы уравнений при неточных исходных дан-

ных, позволяет нередко получать гарантирован-

ные заключения о множестве решений системы и 

их расположении. Его идея заключается в том, что 

на базе исходного уравнения f(x) = 0 или системы 

уравнений формируются их интервальные расши-

рения f(X), оперирующие не с простыми перемен-

ными, а с интервалами, и интервальное значение 

такой функции, в идеальном случае, совпадает с 

областью значений самой функции f(x) при x X . 

Тогда, например, при использовании метода би-

секции, который можно рассматривать как обоб-

щение метода половинного деления на случай 

пространств размерности n > 1, путем последова-

тельного деления области поиска пополам, про-

верки теста существования решения в каждой из 

полученных частей и удаления той из них, для 

которой результат теста отрицательный, посте-

пенно формируются наборы «интервалов» задан-

ного размера, содержащие решения рассматрива-

емой системы. Однако следует отметить, что одна 

из существенных проблем интервального подхода 

заключается в том, что, в ряде случаев, ответ о 

наличии решений может оказаться лишь предпо-

ложительным, в результате чего формируется не-

который набор кубов заданного размера лишь 

предположительно содержащий искомые реше-

ния. Отчасти, данное обстоятельство обусловлено 

несовпадением областей значений функций, фор-

мирующих систему, с их интервальными оценка-

ми. Одним из классов рациональных функций, 
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для которых это соблюдается [5], являются ли-

нейные системы уравнений. Однако и здесь могут 

появиться свои особенности, связанные с плохой 

обусловленностью систем. Учитывая широту об-

ласти использования таких систем, а также, наде-

ясь на обобщение разрабатываемых подходов в 

дальнейшем, ниже рассматриваются, в основном, 

системы двух линейных уравнений и предлагают-

ся процедуры, полностью устраняющие неопре-

деленность при их интервальном анализе. Они 

реализованы программно, иллюстрируются реше-

нием конкретных систем, отмечены некоторые 

направления их обобщения на случай нелинейных 

систем.  

Описание проблемы, постановка задачи 

Рассматриваемая система имеет вид  

1 1 1

2 2 2

a x  b y  c

a x  b y  c

 


 
.                      (1) 

Концептуально, ее решение интервальным 

методом заключается в том, что изначально зада-

ется прямоугольник [Ix, Iy], где [ ,   ]xx I a b  , 

[ ,   ]yy I c d  , называемый брусом, и осуществ-

ляется поиск ее решения в этом брусе. Для этого 

для уравнений системы (1) составляются их ин-

тервальные расширения [5]  

1 1 1 1

2 2 2 2

( , )

( , )

F xi yi  = a xi  b yi  c

F xi yi  = a xi  b yi  c

   


   
, (2) 

в которых присутствующие арифметические опе-

рации уже являются интервальными, а аргументы 

– интервалами. Далее, для каждой из функций, 

входящих в систему (2), на брусе [Ix, Iy] опреде-

ляются их интервальные оценки F1, F2. Если обе 

из них содержат ноль, то решение системы на 

брусе [Ix, Iy], возможно, есть. Если же хотя бы од-

на из интервальных оценок не содержит ноль, то 

решения в этом брусе или его потомке нет, и он 

исключается из дальнейшего рассмотрения. В 

соответствии с методом бисекций, брус, который 

предположительно содержит решение, делится по 

одной из размерностей на две равные части, – два 

подбруса. Для каждого из этих двух подбрусьев 

повторяются указанные выше действия, которые 

продолжаются до тех пор, пока размер очередного 

поколения подбрусьев не уменьшится до задан-

ной величины 2Δ. Тогда в качестве ответов, име-

ющих погрешность Δ, принимаются центры полу-

ченных брусьев. 

Без изменений этот метод дает гарантиро-

ванно верное решение только для линейной си-

стемы с одной неизвестной. В случае системы 

более высокой размерности можно столкнуться с 

проблемой появления «лишних» интервалов в их 

окончательном наборе. Может оказаться, что ин-

тервальная оценка некоторого подбруса содержит 

ноль, но при этом система точного решения в нем 

не имеет. Дело здесь в том, что интервальная 

оценка функции, вообще говоря, не совпадает с ее 

множеством значений [6]. В простых системах 

ошибочных решений может быть несколько, а в 

более сложных системах – сотни. 

Проиллюстрируем появление таких реше-

ний на примере следующей системы 

0 5     1

  0 5   1

. х y

х . y

 


 
,                      (3) 

интервальное решение которой будем искать в 

брусе X = [-5 5], Y = [-5 5] и возьмем значение 

2Δ = 0.01. Отметим, что точное решение данной 

системы равно x = 2/3, y = 2/3, ее собственные 

значения равны eig(A) = (-0.5; 1.0), а коэффициент 

Тодда [7], характеризующий степень обусловлен-

ности системы, равен 2. Каждое из уравнений си-

стемы описывает некоторую прямую на плоско-

сти, а точка их пересечения является решением 

системы. Данное обстоятельство позволяет визу-

ально представить процесс решения. 

Система (3) имеет единственное решение и, 

решая ее методом бисекций, брус, не содержащий 

пересечения прямых, должен быть отброшен при 

дальнейших вычислениях. Ответом должен по-

служить брус со стороной, равной 2Δ и для ли-

нейной системы он должен быть только один. 

Однако в силу вышеизложенной проблемы ре-

зультат является несколько иным. На рисунке 1 

показан результат решения системы (3) методом 

бисекций. Закрашенные участки в центре, опреде-

лены как, предположительно, содержащие реше-

ние. Но из рисунка видно, что из трех закрашен-

ных областей, пересечение содержится только в 

одной из них. 

При более детальном анализе процесса ре-

шения становится ясно, что если обе прямые пе-

ресекают рассматриваемый брус, то интервальная 

оценка функций, формирующих систему уравне-

ний, содержит ноль, даже если сами прямые не 

пересекаются. 

Таким образом, применив данный метод к 

системе (3) получаем три интервальных решения, 

два из которых являются ошибочными, а третье, – 

действительно содержит решение системы. 

Рассмотрим теперь почти вырожденную 

плохо обусловленную систему 

0.780x  0.563  0.217

0.913x  0.659  0.254

y

y

 


 
, (4) 

решение которой равно (1, -1). Ее определитель 

det(A) = 1.0000e-006, собственные значения 

eig(A) = (1.4389993; 0.0000007), а коэффициент 

Тодда, соответственно, равен 2.0557e+006. Ма-

лость определителя матрицы влечет практиче-
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скую пропорциональность элементов ее строк. А 

это, в свою очередь, означает, что прямые, описы-

ваемые каждым из уравнений системы, практиче-

ски параллельны. 

Визуализация решения системы (4) мето-

дом бисекций представлена на рисунке 2. 

 
Рисунок 1 – Визуализация решения системы (1) 

методом бисекций 

 
Рисунок 2 – Визуализация решения системы (4) 

 

Угол между линиями мал (0.0025 рад.) и 

поэтому визуально они совпадают. Интервальное 

решение системы (4) методом бисекций при 

прежних параметрах 2Δ, X, Y дает 1764 интер-

вальных решений, из которых только одно явля-

ется верным. Вместе с тем, если модифицировать 

критерии проверки и последующего отбора полу-

чаемых частей, то удается полностью исключить 

неопределенность в окончательном решении. Пе-

рейдем к изложению предложенных процедур. 

Методология решения проблемы 

Очевидный недостаток первоначальной 

процедуры заключается в том, что она не учиты-

вает взаимного расположения линий функций в 

исследуемом брусе, т.е. проводимый тест не осу-

ществляет проверки пересечения линий в данном 

брусе, а это и приводит к появлению ошибочных 

решений. Поэтому для получения исчерпывающе-

го ответа необходимо выполнять дополнительные 

процедуры, связанные с анализом взаимного рас-

положения линий системы. И это может быть сде-

лано путем анализа точек пересечения прямых с 

граничными линиями бруса. 

Каждый брус представляет собой прямо-

угольник того или иного размера и число вариан-

тов расположения в нем прямых достаточно объ-

емно. Определить границу (верхняя, нижняя, пра-

вая, левая) бруса, которую пересекает линия си-

стемы, можно интервальным методом, получив 

интервальную оценку одномерного бруса для 

каждой из сторон исходного. 

Можно предложить следующую классифи-

кацию взаимного расположения прямых. Общее 

число таких вариантов равно 21 с учетом того, что 

перестановка линий значения не имеет (рис. 3). 

Эти варианты можно разделить на три группы в 

зависимости от особенностей их анализа. Первая 

группа (рис. 3, а) не требует дополнительных про-

верок, так как при таком расположении можно 

однозначно утверждать пересекаются линии или 

нет и в ней всего три варианта. Вторая группа 

требует дополнительной проверки относительно-

го расположения точек пересечения линий с од-

ной из границ (рис. 3, б). В этой группе содержит-

ся 12 вариантов. Третья группа также требует 

проверки, но на двух границах бруса (рис. 3, в) и 

содержит шесть вариантов расположения. 

 
      а)                           б)                                 в) 

Рисунок 3 – Возможные варианты взаимного рас-

положения прямых в плоском брусе 

 

Проверка относительного расположения 

двух точек выполняется интервальным методом. 

При этом интервал, в котором расположена каж-

дая из двух точек, находится с точностью, доста-

точной для того, чтобы можно было судить об их 

взаимном расположении. Например, как показано 

на рисунке 4, если точка m1 расположена выше 

m2, то линии пересекаются, если ниже, то нет. 

Указанную проверку логично производить 

в следующем порядке: 
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 определить номера границ, которые пересе-

кает линия графика; 

 определить группу относительного распо-

ложения; 

 сравнить более детально точки, лежащие на 

одной стороне границы; 

 сделать вывод о наличии пересечения. 

 
Рисунок 4 – Критерий пересечения прямых: точка 

m1 расположена выше точки m2 

 

Изначально мы не знаем, как расположены 

прямые. Интервальная оценка дает лишь инфор-

мацию о присутствии прямых в брусе. А после-

дующий анализ обеспечивает нахождение точек 

пересечения прямых с границами бруса, что поз-

воляет установить и наличие в брусе их точки 

пересечения. Таким образом, применив изложен-

ную проверку при решении системы, мы сможем 

отсеять сомнительные случаи и получить одно 

решение за исключением особых ситуаций, о ко-

торых пойдет речь ниже. 

Результаты экспериментов 

В данной программной реализации опера-

ции умножения и деления интервальной арифме-

тики выполнены классическим образом, а именно: 

[min( ,   ,   ,  

           max( ,   ,   ,   )],

a b a b a b a b a b

a b a b a b a b

     

   
 

/ [min( / ,   / ,   / ,   / ) 

           max( / ,   / ,   / ,   / )],

a b a b a b a b a b

a b a b a b a b


 

в то время как сложение и вычитание выполня-

лись так: 

[min( ,   ,   ,   )

            max( ,   ,   ,   )],

a b a b a b a b a b

a b a b a b a b

     

   
 

[min( ,   ,   ,   )

            max( ,   ,   ,   )].

a b a b a b a b a b

a b a b a b a b

     

   
 

Такой вариант требует бóльших вычисли-

тельных затрат, но является более удобным с точ-

ки зрения программирования. 

Метод бисекций реализован стандартным 

образом, т.е. брус делится на две равные части по 

каждой размерности по очереди до тех пор, пока 

каждая из его сторон не станет меньше заданной 

малой величины. Тогда середина полученного 

бруса, т.е. точка пересечения его диагоналей, и 

принимается в качестве решения системы. 

Вычисления проводились в среде Matlab на 

компьютере с процессором Intel Pentium Dual 

Core 2.2 ГГц, оперативной памятью 2 Гб. На ри-

сунке 5 показано решение систем (3), (4) с приме-

нением предложенных методов. 

Из рисунков 5а, 5б видно, что решение ин-

тервальным методом с применением дополни-

тельной проверки, дает корректный результат. 

Результаты решения системы (3): x = 0.6689; 

y = 0.6689. Результаты решения системы (4): 

x = 1.0010; y = -1.0010. Погрешность решения 

Δ = 0,005. 

В таблице 1 представлены временные за-

траты в секундах на решение рассматриваемых 

систем. Для сравнения, в таблице приведено так-

же время решения систем с использованием стан-

дартной процедуры Matlab. В порядке анализа 

отметим существенное снижение времени расче-

тов при использовании предложенных процедур 

для решения плохо обусловленной системы. 

Таблица 1 – Временные затраты решения систем 

различными методами 

Методы решения Система (3) Система (4) 

Интервальный, без 

дополнительной про-

верки, с 

0,043 3,459 

Интервальный, с до-

полнительной про-

веркой, с 

0,062 0,449 

Процедура Matlab, с 0.002 0.001 

Особые случаи 

Остановимся на некоторых «неудобных» 

случаях, которые могут возникнуть при проведе-

нии расчетов. 

Случай 1. Исходная система является вы-

рожденной, т.е. ее оба уравнения совпадают. В 

этом случае она имеет бесчисленное множество 

решений, и оно представляет собой множество 

точек, расположенных на прямой, описываемой 

любым ее уравнением. В результате решения та-

кой системы интервальным методом, мы получим 

множество дискретных точек, количество кото-

рых зависит от заданной точности вычислений 

(рис. 6, а).  

Случай 2. Решение системы расположено 

на границе бруса. Данное обстоятельство вызыва-

ет трудности при отделении его части, содержа-

щей решение. В этом случае могут возникнуть 

ситуации, когда решение будет принадлежать од-

новременно двум или четырем его частям (рис. 

6, б). 
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Случай 3. Граница бруса совпадает с одной 

из линий системы. В этом случае возникают труд-

ности при определении точек их пересечения с 

границами бруса. 

      
                                                     а)                                                                                  б) 

Рисунок 5 – Визуальное представление решения систем с применением дополнительной проверки: а) 

система (3), б) система (4) 

 

     
а)                                                                                       б) 

Рисунок 6 – Особые случаи решения: 

а) вырожденная система; б) линии бисекции пересекают точку решения 

 
Можно предложить следующие варианты 

действий при появлении таких случаев. 

Если линии системы совпадают, то можно 

считать ее решением или каждую точку, полу-

ченную при решении, или только одну, любую 

из полученных. Для этого необходимо внести 

некоторые изменения в реализацию метода би-

секций. А именно, при очередном делении и по-

следующем анализе его «половинок» вторая 

часть не анализируется, если первая содержит 

решение. Здесь мы исходим из того, что невыро-

жденная линейная система имеет единственное 

решение. Аналогичные действия подходят и для 

второго случая, и только один подбрус будет 

определен, как содержащий решение. В послед-

нем случае, все же необходимо делать дополни-

тельные проверки при определении точек пере-

сечения сторон. Этот вопрос, в принципе разре-

шим, и зависит от реализации алгоритма, однако 

и там, также, может возникнуть несколько аль-

тернатив. 

Некоторые обобщения 

Согласно известным аксиомам геометрии, 

наличие двух точек прямой позволяет однознач-

но судить о ее расположении. Поэтому предло-
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женные выше процедуры позволяют наверняка 

отсеивать сомнительные потомки первоначаль-

ного бруса решений только для линейных систем 

уравнений. Однако, в ряде случаев, – в частно-

сти, при достаточно малой величине подбрусьев, 

их можно применить и для решения нелинейных 

систем уравнений, заменяя участки кривых от-

резками касательных или хорд и сохраняя, при 

этом, прежний алгоритм вычислений. Продемон-

стрируем такую возможность на примере ап-

проксимации с помощью хорд. 

Отметим еще раз, что проверка наличия 

решений осуществляется аналогичным образом. 

А именно, если первоначальная интервальная 

оценка содержит ноль, то этот брус подвергается 

последующей более тщательной обработке: 

определяются точки пересечения кривой с гра-

ницами бруса и применяются приемы их сравне-

ния, как и в случае прямых. Заметим, что такая 

процедура эквивалентна неявной замене участ-

ков кривых на хорды, проходящие через найден-

ные точки. Выяснив факт пересечения хорд, 

можно с некоторым приближением говорить 

также и о наличии пересечения кривых (Рис. 7а), 

хотя, без сомнения, вероятность упустить реше-

ние всегда сохраняется (Рис. 7б). 

 
  а)                                     б) 

Рисунок 7 - Схема замены кривых хордами 

а) случай эквивалентной замены, б) случай неэк-

вивалентной замены 

 
Действительно, ведь алгоритм не учиты-

вает то, что рассматриваемые линии, на самом 

деле, не являются прямыми. Он просто находит 

для каждой из них по две точки, анализирует их 

взаимное расположение и выносит заключение о 

том, пересекаются линии или нет, как если бы 

они были прямыми проходящие через эти точки. 

Продемонстрируем использование алго-

ритма на примере решения уравнения Дуффинга 

 3 cosx bx x x P t     .  (5) 

Отыскивая решение уравнения методом 

гармонического баланса [8] и ограничиваясь в 

разложении решения лишь первой гармоникой, 

т.е. полагая 

( ) cos sinx t A t B t   , 

после подстановки x(t) в (5) и выполнения пре-

образований понижения степени и приведения 

подобных, для определения коэффициентов A и 

B получаем систему двух алгебраических урав-

нений третьей степени 

2 2 2

2 2 2

3
(1 ) ( )

4

3
(1 ) ( ) 0

4

A b B A A B P

b A B B A B

  

  


    


     


 (6) 

Уравнения полученной системы не удо-

влетворяют условиям теоремы о совпадении об-

ласти значений функции и ее интервального 

расширения [6]. Поэтому выполним необходи-

мые преобразования и понизим степень системы. 

Так, комбинируя уравнения, а именно, 

умножая первое из них на В и прибавляя к нему 

второе, умноженное на (–А), получим 
2 2

2 2 23
(1 ) ( ) 0

4

b A b B PB

b A B B A B

 

  

  


     


. 

Разделив, теперь, первое уравнение на b  

и подставив его правую часть во второе, имеем 

2 2

2
2 3

(1 ) 0
4

PB
A B

b

PB
b A B

b



  



 


    


. 

Выделяя, наконец, полные квадраты в 

обоих уравнениях, получим 
2 2

2

2
2 2 2

0
2 2

(7)
3 2 (1 ) (1 )

0
4 3 3

P P
A B

b b

P b b
b A B

b P P

 

    


  

    
       
   


  

     
 

 

Заметим, что выполненные преобразова-

ния не являются тождественными и полученная 

система (7), в отличие от первоначальной (6), 

имеет еще одно,– дополнительное нулевое реше-

ние, что необходимо учитывать при решении 

системы в дальнейшем. Однако, интервальные 

расширения левых частей уравнений (7) уже 

совпадают с их множествами значений. Геомет-

рически, первое уравнение описывает окруж-

ность, второе, – гиперболу. 

Расчеты были выполнены для значений 

параметров 0,1b  ; 0,5  ; 1P  ; 2,2   и, 

при ограничении на предельную величину 

брусьев равную 2Δ = 0,01, дали следующие ре-

зультаты (Рис.8): 

А1 = -0.260742, В1 = 0.016602; 

А2 = -2.264648, В2 = 2.114258; 

А3 = 2.270508, В3 = 2.377930; 

А4 = 0.002930, В4 = -0.000977. 

Четвертому интервальному решению со-

ответствует нулевое точечное решение системы 

(7), оно отбрасывается, т.к. не является решени-
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ем исходной системы (6) и в результате остаются 

лишь три первых набора решений. 

 

 
Рисунок 8 – Визуальное представление решения 

системы (7) с применением дополнительной про-

верки 

В данном случае поиск решений произво-

дился в диапазонах X = [-3 3], Y = [-1 5], без ка-

ких либо изменений в алгоритме или ограниче-

ний на размер рассматриваемого бруса и верное 

решение системы, скорее всего, свидетельствует 

об удачном выборе для нее первоначального 

размера бруса. В общем случае, безусловно, 

предложенные процедуры целесообразно приме-

нять, в качестве дополнительных, лишь при до-

статочно малой величине потомков первона-

чального бруса. 

В заключение отметим, что хотя рассмот-

ренное обобщение предложенного метода на 

нелинейный случай и имеет определенную пер-

спективу, риск пропустить решение при его ис-

пользовании все же сохраняется. 

Заключение 

Предложенные процедуры, усиливающие 

определенность процесса тестирования под-

брусьев, показали работоспособность и надеж-

ность при выполнении расчетов. Они базируется 

на том, что решение системы с двумя интерваль-

ными неизвестными заменяется решением не-

скольких систем с одной такой же неизвестной. 

В целом, он не может конкурировать с классиче-

скими методами по причине своего более низко-

го быстродействия, однако, безусловно, является 

альтернативным при решении плохо обуслов-

ленных систем. 

В принципиальном плане, данный поход 

может быть применен и к системам более высо-

кой размерности. Однако, например, в случае 

линейных систем третьего порядка необходимо 

уже выполнять анализ взаимного расположения 

плоскостей, а для этого требуется устанавливать 

точки их пересечения с ребрами трехмерного 

бруса. И при дальнейшем увеличении размерно-

сти системы, трудоемкость ее решения безуслов-

но возрастает. 

При соответствующей модификации алго-

ритмов предложенные критерии анализа суще-

ствования решений могут быть применены и к 

нелинейным системам уравнений при малой ве-

личине брусьев, т.е. в тех случаях, когда замена 

криволинейных участков отрезками прямых 

вполне правомерна. 
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Донецький національний технічний університет, м. Красноармійськ 

ОДИН ПІДХІД ДО ІНТЕРВАЛЬНОГО РІШЕННЯ СИСТЕМ ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ НИЗЬКОЇ РО-

ЗМІРНОСТІ 

У статті описано новий підхід до реалізації інтервального рішення системи двох лінійних рівнянь мето-

дом бісекції та проведено аналіз виникаючих при цьому проблем. Проста інтервальна оцінка не дає дос-

татньої інформації про те, що рішення міститься в досліджуваному брусі. У зв'язку з цим запропоновано 

додаткові обчислювальні процедури для оцінки взаємного розташування ліній рівнянь системи в брусі 

рішень, які дозволяють повністю виключити наявність помилкових включень у підсумковому результаті. 

Виконано тестування та аналіз реалізації запропонованого методу, на прикладі погано обумовленої сис-

теми рівнянь. Зроблено аналіз і порівняння часових витрат на виконання запропонованих процедур зі 

стандартними методами рішення. Відзначені деякі можливі узагальнення запропонованого методу на 

нелінійні системи рівнянь, одне з яких ілюструється на прикладі рішення рівняння Дуффінга. 

Ключові слова: інтервальний метод, система рівнянь, метод бісекцій, пряма. 
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AN APPROACH TO THE INTERVAL SOLUTION OF LINEAR SYSTEMS OF LOW DIMENSION-

ALITY 

This article describes a new approach to the implementation of interval solution of a system of two linear equa-

tions by bisection method and the analysis of the arising problems. The matter is that a simple interval evaluation 

does not give sufficient information about the presence of solutions in the test beam. This feature can be ex-

plained by the fact that interval expansions of the functions on a beam do not coincide, as a rule, with their rang-

es on it. As a result of this the use of bisection method, for example, for solving systems of equations gives an 

answer in the form of a collection of “intervals” which only potentially may contain an exact solution. In view of 

this the paper suggests some measures which strengthen and improve the criterion for the existence of solutions. 

Additional computational procedures for assessing of mutual location of the straight lines in the beam were pro-

posed that allow to completely exclude the presence of erroneous conclusions in the final result. Testing and 

analysis of the implementation of the proposed method were fulfilled, the example of an ill-conditioned system 

of equations was considered. A comparative analysis of the time spent on the implementation of the proposed 

procedures and standard methods of solution was conducted. There are noted some possible generalizations of 

the proposed procedures for nonlinear systems of equations, one of which is illustrated on the example of solving 

of the Duffing equation. 

Key words: interval method, system of equations, bisection method, straight line. 

 

106




