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Математическое описание поведения палладия в водородных микро-

датчиках при взаимодействии с водородом в лабораторных условиях 
 

Написана система уравнений для нахождения пространственно–временной зависимости концентра-

ции атомарного водорода в палладии с соответствующими начальными и граничными условиями, про-

ведено математическое моделирование в программе LabVIEW. Приведен сравнительный анализ тео-

ретических и экспериментальных зависимостей формоизменения палладиевой пластины при больших 

и малых временах насыщения водородом. Показано, что их качественное описание аналогично. 
 

Ключевые слова: система палладий–водород, палладиевая пластина, формоизменение, диффузия, 

водородные концентрационные напряжения. 

 

Введение 

Для обнаружения присутствия водорода в 

водородных средах используют водородные мик-

родатчики. У созданных на основе палладия дат-

чиков существует сильная температурная зависи-

мость, которая делает их время отклика слишком 

большим. Для исследований проблем, возникаю-

щих при взаимодействии водорода с металлами, 

служит классическая система Pd-H. В условиях 

эксплуатации, когда палладий многократно под-

вергается водородному воздействию, и если воз-

никающие водородные концентрационные 

напряжения [1] не превышают предела пропорци-

ональности металла, то в такой системе имеет 

место обратимое формоизменение образца, т.е 

явление водородоупругости.  

Описание 

При относительно небольшой концентрации 

(С) водорода в палладии, измеряемой как отноше-

ние числа атомов водорода к числу атомов палла-

дия, можно считать, что удлинение (ε) пропорци-

онально концентрации. Результаты эксперимен-

тов [2] показывают, что справедлива эмпириче-

ская форма связи удлинения свободной палладие-

вой пластины с концентрацией водорода в  палла-

дий 

                                    .    (1) 

Формула (1) справедлива для однородной 

концентрации водорода. Если же концентрация 

неоднородна, то деформации напряжения в мак-

роскопическом образце перераспределяются, а 

характер перераспределения зависит от условий 

закрепления образца. 

В простейшей модели регулярного твердого 

раствора внедрения с использованием приближе-

ний среднего поля (mean-field approximation) и 

взаимодействия ближайших соседей одномерное 

уравнение диффузии имеет следующий вид:  
       

  
=Deff(c) 

        

   ,  0 ≤ x≤   и 0≤t              

где Deff = D0 [1 - 
   

 
  c (1-c)],                (3) 

гдеTc – критическая температура для водорода в 

палладии, D0=M·T, M – подвижность атомов во-

дорода, не зависящая от концентрации.  

Граничное условие на нижней (открытой) 

стороне пластины, состоит в том, что плотность 

потока атомарного водорода через эту границу 

пропорциональна разности 
 

  
   

     на границе, 

поскольку в равновесии эта разность равна нулю 

(закон Сивертса), тогда граничное условия на по-

верхности х=0: 

J(o,t)=  – Deff

       

  
  |x=0      =  γ [Сe (P,T) – С(o,t),    (4) 

где γ – кинетический коэффициент размерности 

скорости или в несколько ином виде: 
       

  
 |x=0 =  – 

 

    
[ce-cs] .                       (5) 

Верхняя сторона пластины заблокирована, 

через нее водород не проходит. Поэтому при х=h 

имеем: 
       

  
  | x=h  = 0                           (6) 

Уравнение (2), граничные условия (4) и (6) с 

учетом начального условия позволяют, в принци-

пе, решить задачу в нахождении концентрации 

С(х, t) в произвольный момент в любой точке х 

пластиныb и найти радиус кривизны пластины как 

функцию времени. Однако такое решение по 

необходимости будет лишь численным, громозд-

ким, малообозримым и не позволит в явном виде 

получить. Представляется вполне разумным для 
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наших целей использовать известное [3] из теории 

параболический уравнений в частных производ-

ных т.н. «импедансное» соотношение, связываю-

щее плотность потока примесей Js(t) через границу 

тела, в котором идет диффузия, со значением 

концентрации примесей Cs(t) на границе.  

J(o,t)   = Js(t) = √ 
 

 
      

 

  
  ∫    

        

√     
   

 

 
 .     (7)

 

Это соотношение строго выполняется для 

полубесконечного тела и    – это концентрация 

примеси на бесконечном удалении от границы 

тела. Для пластины конечной толщины превос-

ходное приближение дает моди-фицированное 

импедансное соотношение [4]. 

Js(t) = √ 
 

 
      

 

  
  ∫    

           

√     
   

 

 
 .           (8) 

В контексте нашей задачи под D следует по-

нимать Deff, а       – это среднее значение кон-

центрации водовода по толщине пластины. Связь 

плотности потока Js(t) с концентрацией водорода 

на границе и с равновесной концентррацией ато-

марного водорода дается граничным условием (4). 

Поскольку водород лишь входит в пластину, 

но не выходит из нее, т.е. J(h) = 0, то имеем оче-

видное уравнение баланса количества примесей: 
      

  
=
     

 
 .                                 (9) 

Из (4) и (9) находим уравнение связи между 

  (t) и   (t) 

   (t) =    
 

 
 
      

  
 .             (10) 

Подставляя (9) в (8), получим: 

        

    
 

 

  
√

    

 
 
 

  
 ∫

             

√   
   

 

 
  .      (11) 

Так как согласно начальному условию пла-

стина свободна от водорода, т.е.        , то из 

равенства производных в (11) следует равенство 

первообразных функций: 

      
 

 
√

 

 
 ∫

           

√   

 

 
   .          (12) 

Соотношения (12) и (10) являются системой 

уравнений для нахождения средней       и по-

верхностной концентрации       водорода в пла-

стине. В свою очередь, знание этих величин поз-

воляет определить радиус кривизны и стрелу еѐ 

прогиба. В эти формулы концентрации       и 

      входят не порознь, а в виде разности 

           . Заранее из физических соображе-

ний, можно сказать, что это разность положи-

тельна для любого момента времени. 

Для решения системы (12) и (10), следует за-

писать ее в обезразмеренном времени. С этой це-

лью введѐм два временных масштаба. 

   
 

 
             и                      

   

    
 

 и основной параметр задачи  

  
  

  
 

    

   
 .                         (13) 

Время    – это стандартное диффузионное 

время «расплывания» концентрационных неодно-

родностей по толщине пластины. 

Время    определяется скоростью   проник-

новения водорода через границу и толщину пла-

стины. 

Будем измерять время в единицах   . Сохра-

ним для такого безразмерного времени те же обо-

значения, что и для реального времени. Тогда 

рассматриваемая система перепишется так: 

{
 

       √  ∫
           

√   

 

 

                           

                      
   

  
                                            

 

Подставляя в (14) вместо       его выраже-

ние из (15), приходим к интегро-

дифференциальному уравнению для средней кон-

центрации      : 

      √    ∫   
       

      

  
               

√   
       

 

 
 .    (16) 

После нахождения       из (16) концентра-

ция на поверхности       и далее, разность 

            определяются из простой формулы 

(15). Из (16) видно, что на всех временах        

пропорциональна равновесной концентрации 

        . Поэтому сложность анализа (16) состоит 

в установлении роли параметра P из (13). 

С этой целью изучим асимптотическое пове-

дение функции       и разности       на 

больших и малых временах. 

1. Для малых t  имеем: 

         (  
 

  √ 
  

 
 ⁄ ) .           (17) 

Критериям справедливости асимптотики яв-

ляется одновременное выполнение неравенств:  

        
   

  
     .                (18) 

Интересующая нас разность             такова: 

             (
 

 
 
 
 

 ⁄

 
 

 ⁄
  )   .           (19) 

2.Большие времена. Здесь предположим, что 

приближение средней концентрации к    проис-

ходит по закону обратного корня, т.е.  

          
 

√ 
   ,              (20) 

где константа а  подлежит определению. 

Подставляя (19) в (14), получим: 

   
 

√ 
 √  ∫    

 

√ 
          

 

  √ 

√   
    

 

 
  .      (21) 

Определим, к каким физическим результатам 

приводит вышеописанный асимптотический ана-

лиз. Прежде всего, оценим длительность процесса 

наполнения пластины водородом. Ясно, что, когда 

средняя концентрация водорода    близка к рав-

новесной, процесс близок к завершению. Для это-

го согласно (20), должно быть       

При малых   это реализуется для   
 

 
 , а при 

больших   для      Переходя к размерным пере-

менным и обозначениям через    длительность 
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процесса, приходим к следующим заключениям: 

если                       . Если   
                    .  

Иными словами, время процесса определяет-

ся большим из двух времѐн –    (диффузионное 

время) и   (время проникновение через границу). 

Разность            , пропорциональная экспе-

риментально наблюдаемой стреле прогиба λ, сна-

чала [2], согласно (22) быстро с «бесконечной» 

скоростью, нарастает, а на больших временах в 

соответствии с (27), убывает по закону обратного 

корня. 

Эти выводы вполне соответствуют экспери-

ментальным данным, когда стрела прогиба снача-

ла быстро увеличивается, а затем замедленно 

уменьшается почти до нуля. 

Важные детали изменения       удается 

проследить в двух предельных случаях      и 

    . 

1. Если                то формула (19) со-

гласно критериям (17), «работает» лишь до    , 

т.е. в различных величинах время достижения 

максимума    
  

 

  
, т.е. весьма мало. Величина 

максимум велика, порядка 
 

 
  . Напомним, что 

искомая разность не может превзойти    по опре-

делению.  

2. На больших временах      происходит 

уменьшение этой разности до нуля. На промежу-

точных временах наша разность, оставаясь поряд-

ка    , убывает, по грубой оценке, от 
 

 
    до 

 

 
   . 

Для сопоставления полученных теоретиче-

ских схематических графиков провели математи-

ческий расчет в программе LabVIEW системы 

уравнений (14) и (15) используя полученные 

функции Cm(t) на малых (рис.1, и 2) и больших 

(рис.3, и 4) временах, где задавали количество 

исходных точек для ассимтотики на малых вре-

менах (k), количество конечных точек (tk), шаг 

(dt) с каким считать точки при больших временах, 

се –  равновесная концентрация и р - обезразме-

ренное время (см. формулу 13). Как видим, полу-

ченные экспериментальные кривые [2] и рассчи-

танные в процессе моделирования в программе 

Labview (рис.2 и 4) дают неплохую качественную 

характеристику временной зависимости достиже-

ния максимального изгиба и распрямления пла-

стины при малых и больших временах насыщения 

пластины. 
 

 
Рисунок 1 - Результат расчета в программе Lab-

VIEW                           где k=6, dt= 

0.15, dk = 20, Ce=1, p= 0.25 

 
Рисунок 2 - Схема графика               

             где k=6, dt= 0.15, dk = 20, Ce=1, p= 

0.25 

 
Рисунок 3 - Результат расчета в программе Lab-

VIEW         при р1, т.е. ts td, где k=5, dt= 

0.81, dk = 50, Ce=1, p= 2 

 
Рисунок 4- Схема графика             при р1, 

т.е. ts td, где k=5, dt= 0.81, dk = 50, Ce=1, p= 2. 
 

Эти данные можно использовать для расчета 
проницаемости палладиевой мембраны и палла-
диевых покрытий при изготовлении мембран для 
очистки водорода и приготовления сплошного 
цельнометаллического газодиффузионного водо-
родного электрода для водород-воздушного топ-
ливного элемента [5–6]. Проницаемость (γ) гра-
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ницы можно определить из экспериментальных 
данных сравнивая теоретическую зависимость и 
экспериментальные данные [2]. По полученным 
кривым можно определить время достижения 
максимума и рассчитать скорость проникновения 
через границу палладиевой пластины. 

Заключение 

В данной работе написана система уравнений для 
нахождения пространственно-временной зависи-
мости концентрации атомарного водорода в  

палладии с соответствующими начальными и гра-
ничными условиями. Проведено математическое 
моделирование в программе LabVIEW системы 
уравнений для нахождения средней Cm(t) и по-
верхностной концентрации Cs(t) водорода в пла-
стине на больших и малых временах. Подтвер-
ждено, что теоретические и экспериментальные 
зависимости при больших и малых временах опи-
сываются качественно одинаково.  

Авторы выражают благодарность профес-
сору В.А. Гольцову и доценту М.В. Гольцовой за 
помощь в проведении эксперимента и осуществ-
ление видеозаписи эксперимента.  
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hydrogen in palladium with the appropriate initial and boundary conditions, and mathematical modeling in the 
environment of LabVIEW program. The obtained experimental curves and those calculated in the LabVIEW 
program, also give a good qualitative characterization of the time dependence of the maximum bending and 
straightening of the plate at small and large times of the hydrogen saturation. You can use this data to calculate 
the permeability of palladium membranes and palladium coatings in the manufacture of membranes for hydro-
gen purification and preparation of solid full metal hydrogen gas-diffusion electrode for hydrogen-air fuel cell. 
With the obtained curves it is possible to determine the time to reach maximum and to calculate the rate of pene-
tration through the border of the palladium plate. A comparative analysis of the theoretical and experimental 
dependences of the deformation of the palladium plate with large and small time of hydrogen saturation was 
done. It is confirmed that the theoretical and experimental dependencies at large and small times are described 
qualitatively in the same way.  
Keywords: the system palladium–hydrogen, palladium plate deformation, diffusion, hydrogen concentration 
stresses. 
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