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Реализация метода прямых для уравнений в частных производных 

коллокационными блочными разностными схемами 

 
Данная работа посвящена вопросам получения решений уравнений в частных производных с 

помощью метода прямых, который представляет собой полудискретный метод c дискре-

тизацией по пространственным переменным, обеспечивающий сведение начальной задачи 

к задаче Коши, описываемой системой обыкновенных дифференциальных уравнений (СО-

ДУ). Такой подход позволяет достаточно эффективно реализовать большой класс эволю-

ционных уравнений. Рассмотрены вопросы решения полученной СОДУ коллокационными 

блочными методами, позволяющими обеспечить эффективную параллельную реализацию. 

При этом все преимущества решения СОДУ (параллельное управление шагом, локальный 

контроль ошибок, устойчивость решения) реализованы для случая частных производных 

без значительного увеличения вычислительной сложности. Для тестовых уравнений в 

частных производных параболического типа с различными типами краевых условий и па-

раметрами жесткости проведены множественные компьютерные эксперименты. 
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Введение 

Построение математической модели, поз-

воляющей объективно описывать реальный объ-

ект, представляет собой замкнутую систему урав-

нений с использованием большого количества 

параметров, которые, как правило, подразумевают 

сильную взаимосвязь. Этот факт значительно 

усложняет математическую формулировку моде-

ли и, в большинстве случаев, характеризуется 

отсутствием аналитического решения [1-3]. Полу-

чение численного решения при этом становится 

возможным только с привлечением высокопроиз-

водительной вычислительной техники, как прави-

ло, с параллельной архитектурой. 

Эта проблема становится особенно акту-

альной при реализации математических моделей, 

основанных на системах уравнений в частных 

производных, когда речь идет о необходимости 

дискретизации области поиска решения, которая 

может значительно усложняться еще и за счет 

геометрической конфигурации границ. В резуль-

тате дискретизации формируется система линей-

ных или нелинейных алгебраических уравнений, 

размерность которой может достигать порядков 

10
12

-10
14

. Решение систем такого порядка не мо-

жет быть получено без привлечения многопроцес-

сорных компьютеров [4]. Но простым увеличени-

ем вычислительной мощности эта проблема не 

может быть решена. Только комбинируя преиму-

щества суперкомпьютеров и современные чис-

ленные методы моделирования можно ожидать 

значительного улучшения численного решения 

дифференциальных уравнений в частных произ-

водных (ДУЧП). 

Цель работы состоит в исследовании про-

блемы сведения уравнений в частных производ-

ных к задаче Коши, описываемой системой обык-

новенных дифференциальных уравнений, для эф-

фективной параллельной реализации. 

Задача исследования состоит в построе-

нии пространственной дискретизации эволюци-

онных уравнений в частных производных мето-

дом прямых и численной реализации системы 

обыкновенных дифференциальных уравнений с 

привлечением коллокационных блочных разност-

ных схем. 

Анализ современных подходов к парал-
лельному решению ДУЧП 

В последнее время по многочисленным 

свидетельствам исследователей [4-7], наиболее 

эффективный вклад в решение ДУЧП в спектре 

применений вносят следующие подходы: не-

структурированные сетки, адаптивность, многосе-

точные методы и параллелизм [6-10]. Неструкту-

рированные сетки являются необходимым усло-

вием для представления комплекса геометрии, 
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адаптивные уточнения этих сеток позволяют ми-

нимизировать количество точек сетки для дости-

жения желаемой точности решения. Многосеточ-

ные методы оказались самыми быстрыми решате-

лями для линейных систем уравнений, возникаю-

щих из дискретизации уравнений в частных про-

изводных. Наконец, эти методы могут быть рас-

параллелены для их использования в высокопро-

изводительных компьютерах. Несмотря на широ-

кое признание эффективности этих подходов [5-

6], причина медленного их принятия заключается 

в том, что сильные взаимосвязи всех четырех 

подходов значительно увеличивают сложность. 

Очень трудно разработать надежные итеративные 

решатели, а комбинация описанных методов в 

одном пакете программного обеспечения требует 

нескольких десяток человеко-лет работы [4], в то 

время как реализация одной компоненты может 

быть получена небольшим коллективом. 

В работах [7-10] рассматриваются подходы, 

ориентированные на решение уравнений в част-

ных производных с динамической компонентой 

(параболических), которые могут быть сведены к 

итеративному решению эллиптических уравне-

ний, возникающих на каждом дискретном вре-

менном шаге. Рассматривается задача численного 

вычисления приближения к решению  (   ) 

параболического уравнения в частных производ-

ных 

  

  
   

   

   
  (   )   [    ]  

 [    ]( ) 

с начальным условием вида  

 (    )   ( ) ( ) 

граничными условиями  

 (    )    ( )  (   )    ( ) ( ) 

Стандартная процедура решения состоит в 
том, чтобы полностью дискретизировать уравне-
ние (1), получив дискретную эллиптическую за-
дачу на каждом временном шаге [4,8], в которой 
для аппроксимации производной по времени ис-
пользуется неявная схема. Полученные эллипти-
ческие задачи решаются последовательно с ис-
пользованием любого итерационного метода. По-
тенциальный параллелизм в этом типе вычисле-
ний ограничивается параллелизмом решения эл-
липтического уравнения, поскольку вычисления 
по времени обрабатывается строго последова-
тельно. Но, как правило, эти вычисления содер-
жат наибольший объем вычислительной работы, 
т.е. количество дискретных временных шагов мо-
жет быть во много раз больше, чем ширина про-
странственной сетки. 

В [8] предложена схема, в которой парабо-
лическая задача может быть сведена к эллиптиче-
ской одновременно на множестве последователь-
ных временных шагов. Этот же подход исследо-
ван в серии экспериментов [9-10]. К сожалению, 
метод может быть реализован только при выпол-

нении достаточно жестких условий [8]. В [10] 
рассматривается параллельный метод шага по 
времени, т.е. предлагается схема, посредством 
которой стандартные итерации выполняются од-
новременно по уравнениям на последовательных 
временных шагах. Это позволило соединить па-
раллельность в пространстве и времени. Успех 
метода связан с возможностью перекрытия итера-
ций эллиптического уравнения на разных времен-
ных слоях. Однако при использовании быстрых 
многосеточных решателей, требующих лишь 
очень небольшого числа итераций, потенциал 
параллелизма таких подходов во времени доволь-
но ограничен. 

Сведение ДУЧП к задаче Коши методом 
прямых 

Данная работа посвящена вопросам полу-
чения решений уравнений в частных производных 
с помощью метода прямых, который представляет 
собой полудискретный метод [1-2,11-13], обеспе-
чивающий сведение начальной задачи к системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
(СОДУ) во времени с помощью дискретизации по 
пространственной переменной (рис. 1). Этот под-
ход является неприменимым для чисто эллипти-
ческих уравнений, но позволяет достаточно эф-
фективно реализовать большой класс эволюцион-
ных уравнений. Полученная система может быть 
реализована с использованием разработанных 
параллельных подходов к решению СОДУ [11-
13], с исходными начальными и граничными 
условиями. При этом все преимущества решения 
(параллельное управление шагом, локальный кон-
троль ошибок, простота явных методов и устой-
чивость неявных) могут быть реализованы и для 
случая частных производных, т.е. метод прямых 
позволяет получить приближения более высокого 
порядка при дискретизации пространственных 
производных без значительного увеличения вы-
числительной сложности. 
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Рисунок 1 – Дискретизация одномерного  

уравнения (1) в пространстве 
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Авторы [11] для решения параболических 

уравнений в частных производных предложили 

использовать подход, основанный на сведении 

исходной задачи к задаче Коши с помощью мето-

да прямых (method of lines, MOL). Основная идея 

метода заключается в замене пространственных 

(граничных) частных производных алгебраиче-

скими приближениями [1, 14-15]. После такой 

замены остается только переменная времени, но, 

при этом замена пространственной переменной 

сводится к формированию системы обыкновен-

ных дифференциальных переменных (СОДУ), 

которая аппроксимирует исходное уравнение в 

частных производных. Таким образом, задача со-

стоит в формировании аппроксимирующей СО-

ДУ, после чего становятся применимы практиче-

ски любые методы численного интегрирования. 

Таким образом, одной из характерных особенно-

стей MOL является использование существующих 

численных методов для решения СОДУ. 

Для выполнения пространственной дискре-

тизации рассматривается одномерное параболиче-

ское уравнение в частных производных 

  

  
   

   

   
   [    ]   [    ]( ) 

с начальным условием вида (2) и граничными 

условиями (3). Самым простым вариантом замены 

пространственной (граничной) частной производ-

ной в (4) является центральное приближение 2-го 

порядка, основанное на разложение в ряд Тейлора  

   

   
 

             

   
  (   ) ( ) 

Подстановка уравнения (5) в (4) дает си-

стему аппроксимирующих ОДУ 

  

  
   

             

   
  

         ( ) 

Полученная система (6) является трехдиа-

гональной системой алгебраических уравнений 

(три неизвестных в каждом уравнении). Для такой 

разреженной матрицы неизвестных, которая име-

ет ленточную структуру, разработаны специаль-

ные алгоритмы, позволяющие использовать 

структурные особенности, что приводит к значи-

тельной экономии времени вычислений. Кроме 

того, для получения решения могут быть исполь-

зованы специальные библиотечные процедуры, 

содержащие дополнительные функции, такие, как 

автоматическая настройка шага интегрирования 

( -уточнение) и аппроксимация более высокого 

порядка (p-уточнение). 

Однако существует ряд сложностей. При 

выборе схемы с высоким порядком аппроксима-

ции возникают значительные числовые колебания 

(наблюдается неустойчивость решения), что ха-

рактерно для явных методов, а сокращение по-

рядка ведет к чрезмерному сглаживанию или 

округлению результата в пространственных точ-

ках х, где решение быстро меняется. Проблема 

существенно усложняется, если речь идет не о 

решении одномерного уравнения (1), а о d-мерном 

уравнении. 

       (   )     (   )   
 [    ]( ) 

с начальным условием (2) и граничными услови-

ями  

 (   )   (   )      ( ) 

Кроме того, для уравнений в частных про-

изводных существенным фактором может стать 

геометрия области, в которой находится решение. 

В этом случае разумный выбор системы коорди-

нат, с одной стороны, облегчает получение чис-

ленного решения, поскольку система координат 

будет выбрана так, чтобы отражать особенности 

области, с другой стороны, может привести к 

осложнениям, обусловленным нерегулярной гео-

метрией. Тогда приходится прибегать к процедуре 

увеличения или уменьшения интервала сетки (h-

уточнение).  

Одним из ключевых вопросов при числен-

ном решении сформированной задачи Коши для 

СОДУ  

    (   ( ))  (  )       [    ] ( ) 

как правило, большой размерности, является вы-

бор метода решения, который должен быть ори-

ентирован на реализацию в параллельных вычис-

лительных системах. Кроме того, метод решения 

должен обладать возможностями настройки шага 

интегрирования, т.е. обеспечивать функцию -

уточнения. Для реализации описанных задач в 

работе предлагается использование коллокацион-

ных блочных методов с контролем на шаге, кото-

рые подробно описаны в работах [16-17]. 

Численная реализация метода прямых 

коллокационными блочными методами 

Коллокационные методы для решения за-

дачи Коши (9) строятся на интерполяционных 

многочленах, степени которых совпадают с коли-

чеством точек коллокации, а значения многочле-

нов в этих точках совпадают с правыми частями 

дифференциального уравнения в расчетных точ-

ках [16]. Используя в качестве точек коллокации 

множество точек равномерной сетки (рис. 2) по 

каждой образованной прямой 

             [            ]  

   (   )  (   )            
формируется канонический вид многошаговых 
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коллокационных блочных методов с числом 

опорных точек m и числом расчетных точек s [17] 

           ( ∑         

 

   (   )

 ∑    

 

   

    )  

          (  ) 

где      –  приближенные значения решения зада-

чи Коши (9) в точках                   

  – шаг интегрирования, 

      (          ) – правые части 

уравнения (10) в соответствующих точках, 

   (   )  (   )             

     и       – коэффициенты расчетной схе-

мы. 

Для разграничения рассчитанных и иско-

мых точек введем соответствующие обозначения 

и представим их в виде векторов 

   {    }             (  

 )  (   )      – вектор посчитанных точек, 

     {      }            

        - вектор искомых точек, 

      (          )          

   (   )  (   )       

        (          )   

                – соответственно, правые 

части уравнения (9) в известных и искомых точ-

ках, 

     (    ) – решение в точке       

  – единичный вектор размерности s. 

Тогда в векторной форме система уравне-

ний (10) будет иметь вид 

           (         ) (  ) 

Для начала расчета необходимо ввести 

множество опорных значений   , которые могут 

быть определены одношаговым методом, обеспе-

чивающим требуемую точность расчетов 

   {    }                
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Рисунок 2 - Схема закрепления опорных и  

расчетных точек на каждой прямой 

 

Тогда поиск численного решения может 

быть сведен к решению на каждом шаге нелиней-

ной системы уравнений (11), с последовательным 

определением векторов        . Необходимо 

обратить внимание на то, что каждое уравнение в 

(10) содержит m+s неизвестных коэффициентов 

        (   )  (   )      

          
                          

которые могут быть определены из условий ап-

проксимации [16-17], или с помощью интегро-

интерполяционного метода [18]. В работах [16-17] 

доказана устойчивость этих методов по началь-

ным данным и по правой части, также для них 

определен максимальный порядок аппроксима-

ции, составляющий величину m+s. 

После определения неизвестных коэффи-

циентов и формирования матриц A и B с соответ-

ствующими размерностями     и     вы-

числения многошаговым блочным методом, пред-

ставленным в виде системы нелинейных уравне-

ний (11) можно свести к следующему итерацион-

ному процессу 

    
( )             (  ) 

    
(   )  (          )        

( )  

       

До начала решения системы (12) предвари-

тельно определяются значения вектора    в 

опорных точках начального блока. Вычисление 

11
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приближенных значений решения задачи Коши в 

каждом следующем расчетном блоке осуществля-

ется итерационно (12). Определение начальных 

значений в расчетном блоке осуществляется на 

основе многошагового предикторного метода 

Адамса, что позволяет повысить точность началь-

ного приближения.  

Компьютерные эксперименты 

В качестве тестовых уравнений в работе 

использовались одномерные параболические за-

дачи с различными типами граничных условий и с 

известными точными решениями для оценивания 

глобальной погрешности решения. Дискретизация 

по пространственной переменной осуществлялась 

многошаговым многоточечным коллокационным 

блочным методом с числом опорных и расчетных 

точек в блоке    . При тестировании основной 

упор делался на сравнительный анализ точности 

решения методом прямых по отношению к из-

вестным явным и неявным сеточным методам с 

соизмеримыми размерностями шагов по времени 

и по пространству. Поэтому процедура управле-

ния шагом интегрирования ( -уточнения) не ис-

пользовалась, решение формировалось последо-

вательно, оценивание характеристик параллелиз-

ма не проводилось. Предполагается, что сопо-

ставление временных характеристик и оценивание 

эффективности параллельной реализации отно-

сится к перспективе развития данной работы. 

Эксперимент 1. Тестирование выполнялось 

для параболического уравнения с известным точ-

ным решением, описанного в [14]. Рассматривает-

ся частный случай уравнения теплопроводности 

(4) со значениями параметров       
      с начальным условием 

 (   )     (
  

 
)  (  ) 

граничными условиями первого рода 

 (   )   (   )    (  ) 

и известным точным решением 

 (   )   
 (

  

  ) 
   (

  

 
)  

Проводился сравнительный анализ численной 

реализации уравнения (4) с условиями (10)-(11) с 

помощью явного и неявного метода сеток и мето-

да прямых с сопоставимыми шагами по простран-

ству    ⁄ и по времени    ⁄ . Результат чис-

ленного решения этой задачи методом прямых 

представлен на рис.3. На рис. 4-6 представлены 

соответственно, величины глобальной погрешно-

сти при реализации задачи методом прямых, яв-

ным и неявным методом сеток. Из рис. 4 видно, 

что метод прямых имеет значительное преимуще-

ство по точности по сравнению с неявной (рис.5) 

и явной (рис. 6) разностными схемами и незначи-

тельное превышение по времени, затраченному на 

поиск решения при последовательной реализации, 

при том, что предполагаемая параллельная реали-

зация позволит значительно улучшить показатель 

времени. 

 
Рисунок 3 – Графики численного решения задачи 

(4) с условиями (10-11) методом прямых 
 

 
Рисунок 4 – Графики глобальной погрешности 

численного решения задачи (4) с условиями (10-

11) методом прямых 
 

 
Рисунок 5 – Графики глобальной погрешности 

численного решения задачи (4) с условиями (10-

11) неявным методом сеток 

 
Рисунок 6 – Графики глобальной погрешности 

численного решения задачи (4) с условиями (10-

11) явным методом сеток 
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Эксперимент 2. Тестирование выполнялось 

для параболического уравнения с известным точ-

ным решением, описанного в [15]. Рассматривает-

ся частный случай уравнения теплопроводности 

(4) со значениями параметров       
      с начальным условием 

 (   )     (
  

 
)  (  ) 

граничными условиями второго рода 

  (   )

  
 

  (   )

  
   (  ) 

и известным точным решением 

 (   )   
 (

  

  ) 
   (

  

 
)  

 

 
Рисунок 7 – Графики численного решения задачи 

(4) с условиями (12-13) методом прямых 

 

  
Рисунок 8 – Графики глобальной погрешности 

численного решения задачи (4) с условиями (12-

13) методом прямых 

 
Рисунок 9 – Графики глобальной погрешности 

численного решения задачи (4) с условиями (12-

13) неявным методом сеток 

 

 
Рисунок 10 – Графики глобальной погрешности 

численного решения задачи (4) с условиями (12-

13) явным методом сеток 

 

Так же, как и в предыдущем эксперименте, 

проводился сравнительный анализ численной ре-

ализации уравнения (4) с условиями (12-13) с по-

мощью явного и неявного метода сеток и метода 

прямых с сопоставимыми шагами по простран-

ству    ⁄ и по времени    ⁄ . Результат чис-

ленного решения этой задачи методом прямых 

представлен на рис.7. На рис. 8-10 представлены 

соответственно, величины глобальной погрешно-

сти при реализации задачи методом прямых, не-

явным (рис. 9) и явным (рис. 10) методом сеток. 

Из рис. 8 видно, что метод прямых имеет значи-

тельное преимущество перед результатами, полу-

ченными с помощью явных и неявных разностных 

схемам с сопоставимыми размерам сетки по вре-

мени и пространству. 

Эксперимент 3. Тестирование осуществля-

лось для тестовой задачи Шиссера (Schiesser) [14]. 

Рассматривалось уравнение теплопроводности (2) 

на интервалах по пространству        и по 

времени        с параметром    , с 

начальным условием 

 (   )  
 

 
  (   )    (   )  (  ) 

с граничными условиями слева - Дирихле и спра-

ва - Неймана  

 (    )    
  (   )

  
   (  ) 

с известным точным решением 

 (   )  
 

 √      
( 

 (    )

      

  )  
 (   ) 

        

Эксперимент проводился с целью исследования 

влияния размера шага по пространственной пере-

менной на величину глобальной погрешности. 

Результаты экспериментов приведены на рис. 11-

13. Сокращение шага по пространству (в два раза) 

приводит к ожидаемому снижению глобальной 

погрешности (практически на порядок). Вместе с 

тем стоит заметить, что при этом в два раза вы-

растает размерность системы, что при последова-
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тельной реализации ощутимо влияет на время 

получения решения, в то время, как в параллель-

ном варианте этот показатель не будет оказывать 

существенного влияния. 

 
Рисунок 11 – Графики численного решения задачи 

(4) с условиями (14-15) методом прямых 

 

 
 

Рисунок 12 – Графики глобальной погрешности 

численного решения задачи (4) с условиями (14-

15) методом прямых с шагом 1/5 

 

 
 

Рисунок 13 – Графики глобальной погрешности 

численного решения задачи (4) с условиями (14-

15) методом прямых с шагом 1/10 

 

Эксперимент 4. В [19] приведено точное 

решение 

 (   )            (  )

             (   ) 

тестового жесткого уравнения теплопроводности 

(4), в начальном условии которого  

 (   )     (  )     (   )(  ) 

содержится параметр жесткости    , обеспе-

чивающий быстрое убывание компоненты реше-

ния             (   ). На границах заданы 

условия вида (11). В [19] приведены данные о 

том, что реализация этого уравнения известным 

разностным методом Кранка-Николсона дает не-

приемлемую точность, которая резко ухудшается 

с увеличением параметра жесткости    понижа-

ясь, при      до значения 0.61. Реализация 

этой же задачи с помощью метода прямых позво-

ляет значительно повысить точность расчетов. На 

рис. 14-17 приведены численные решения и гра-

фики глобальных погрешностей при вариации 

параметра жесткости k. 

 

 
 

Рисунок 14 – Графики численного решения задачи 

(4) с условиями (11), (16) методом прямых,     

 

  
Рисунок 15 – Графики численного решения задачи 

(4) с условиями (11), (16) методом прямых, 

     

 

Из рис. 16-17 видно, что величина глобаль-

ной погрешности растет с увеличением параметра 

жесткости, но при этом она значительно меньше 

величины, приведенной в [19] для случая исполь-
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зования разностной схемы повышенной точности. 

 

 
 

Рисунок 16 – Графики глобальной погрешности 

численного решения задачи (4) с условиями (11), 

(16) методом прямых,     

 

 
 

Рисунок 17 – Графики глобальной погрешности 

численного решения задачи (4) с условиями (11), 

(16) методом прямых,      

 

Заключение 

В работе исследовалась проблема получе-

ния численного решения эволюционных уравне-

ний в частных производных с помощью метода 

прямых, который представляет собой полудис-

кретный метод дискретизации по пространствен-

ным переменным, обеспечивающий сведение 

начальной задачи к задаче Коши, описываемой 

системой обыкновенных дифференциальных 

уравнений. Рассматривались вопросы возможной 

параллельной реализации полученной задачи. 

Проведен анализ современных подходов к парал-

лельному решению ДУЧП, осуществлено сведе-

ние эволюционного уравнения к задаче Коши ме-

тодом прямых. Обоснована численная реализация 

метода прямых коллокационными блочными раз-

ностными схемами. При этом все преимущества 

решения СОДУ (параллельное управление шагом, 

локальный контроль ошибок, устойчивость реше-

ния) реализованы для случая частных производ-

ных без значительного увеличения вычислитель-

ной сложности. 

В качестве тестовых уравнений в работе 

использовались одномерные параболические за-

дачи с различными типами граничных условий и с 

известными точными решениями для оценивания 

глобальной погрешности решения. Дискретизация 

по пространству осуществлялась многошаговым 

многоточечным коллокационным блочным мето-

дом с числом опорных и расчетных точек в блоке 

   . 

Проведенные компьютерные эксперименты 

условно подразделялись на несколько классов. 

При тестировании задач первого класса (4), (10-

11), (12-13) основной упор делался на сравни-

тельный анализ точности решения методом пря-

мых по отношению к известным явным и неявным 

сеточным методам с соизмеримыми размерностя-

ми шагов по времени и по пространству, процеду-

ра управления шагом интегрирования ( -

уточнения) не использовалась. Во втором классе 

тестов (4), (14-15) рассматривалось влияние вари-

ации шага по пространству на величину глобаль-

ной погрешности. Показано, что сокращение шага 

по пространственной переменной приводит к 

ожидаемому снижению глобальной погрешности 

(практически на порядок). Третий класс экспери-

ментов (4), (11), (16) был посвящен решению 

жестких эволюционных задач с возможностью 

вариации параметра жесткости. Для этого класса 

задач показаны значительные преимущества ме-

тода прямых. 

Поскольку проведение всех компьютерных 

экспериментов осуществлялось в последователь-

ном режиме, ожидается, что последующие экспе-

рименты в параллельных средах с использовани-

ем в качестве опорных для реализации в методе 

прямых коллокационных блочных разностных 

схем, изначально ориентированных на параллель-

ное решение, позволят значительно улучшить 

показатель времени. 

Научная новизна состоит в использовании 

при сведении эволюционных уравнений к методу 

прямых многоточечных коллокационных блочных 

разностных схем, ориентированных на эффектив-

ную параллельную реализацию и позволяющих 

обеспечивать управление шагом интегрирования. 

Практическая значимость состоит в по-

строении пространственной дискретизации эво-

люционных уравнений в частных производных 

методом прямых и численной реализации систе-

мы обыкновенных дифференциальных уравнений 

с привлечением коллокационных блочных раз-

ностных схем. Предложенный подход позволяет 

значительно повысить точность по отношению к 

известным явным и неявным сеточным методам с 

соизмеримыми размерностями шагов по времени 

и по пространству. Использование коллокацион-

ных блочных разностных схем, включающих про-

цедуру управления шагом по времени ( -

уточнения), позволяет работать с жесткими зада-

чами, а ориентация этих методов на параллельные 

среды позволяет значительно сократить время 

поиска решения. 
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REALIZATION OF THE METHOD OF LINES FOR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS BY 

COLLOCATION BLOCK DIFFERENCE SCHEMES 

This paper is devoted to the problem of obtaining solutions of partial differential equations using the 

method of lines, which is a semi-discrete method of discretization in space, which ensures the reduction of the 

initial problem to the Cauchy problem described by a system of ordinary differential equations (SODU). Such an 

approach allows us to effectively implement a large class of evolution equations. The problems of solving the 

received SODU by collocation block methods are considered, allowing to provide an effective parallel imple-

mentation. Moreover, all the advantages of the SODU solution (parallel step control, local error control, stability 

of the solution) are realized for the case of partial derivatives without significant increase in computational com-

plexity. 

As test equations, one-dimensional parabolic problems were used with different types of boundary condi-

tions and with known exact solutions for estimating the global error of the solution. The spatial discretization 

was performed by a multi-step multipoint collocation block method with the number of reference and calculated 

points in the 2 × 2 block. 
The computer experiments carried out were conditionally divided into several classes. When testing the 

problems of the first class, the main emphasis was made on the comparative analysis of the accuracy of the solu-

tion by the method of lines with respect to known explicit and implicit grid methods with commensurate dimen-

sions of steps in time and space. The procedure for controlling the integration step (τ-refinement) was not used. 

In the second class of tests, the influence of the variation of the step in space on the magnitude of the global error 

was considered. It is shown that a shortening of the step with respect to the spatial variable leads to the expected 

decrease in the global error (by almost an order of magnitude). The third class of experiments was devoted to 

solving rigid evolutionary problems with the possibility of varying the stiffness parameter. For this class of prob-

lems, the advantages of the method of lines are shown. 

Since all computer experiments were carried out in a sequential mode, it is expected that subsequent ex-

periments in parallel environments using collocation block difference schemes in method of lines, which are 

initially oriented to a parallel solution, will significantly improve the time exponent. 

The basic of the material, included in the article, was obtained by the author while working at the 

SimTech Research Center for Modeling Technologies (SimTech) of the University of Stuttgart. The author is 
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РЕАЛІЗАЦІЯ МЕТОДУ ПРЯМИХ ДЛЯ РІВНЯНЬ В ЧАСТКОВИХ ПОХІДНИХ КОЛОКАЦІЙ-

НИМИ БЛОКОВИМИ РІЗНИЦЕВИМИ СХЕМАМИ 

Дана робота присвячена питанням отримання розв’язків рівнянь в часткових похідних за допомо-

гою методу прямих, який представляє собою напівдискретний метод з дискретизацією за просторовими 

змінними, що забезпечує зведення початкової задачі до задачі Коші, яка описується системою звичайних 

диференціальних рівнянь (СЗДР). Такий підхід дозволяє досить ефективно реалізувати великий клас ево-

люційних завдань. Розглянуто питання розв’язання отриманої СЗДР колокаційними блоковими метода-

ми, що дозволяють забезпечити ефективну паралельну реалізацію. При цьому всі переваги розв’язань 

СЗДР (паралельне управління кроком, локальний контроль помилок, стійкість розв’язання) реалізовані 

для випадку часткових похідних без значного збільшення обчислювальної складності. Для тестових рів-

нянь в часткових похідних параболічного типу з різними типами крайових умов і параметрами жорстко-

сті проведені множинні комп'ютерні експерименти. 

Ключові слова: рівняння в часткових похідних, метод прямих, задача Коші, паралельні блокові 

методи, початкові і граничні умови, похибка. 
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