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Паралельні однокрокові колокаційні схеми дискретизації методом 

прямих для моделювання об’єктів з розподіленими параметрами 

 
В роботі розглянуто питання, пов’язані з паралельним моделюванням об'єктів з розподіле-

ними параметрами при дискретізації рівнянь в частинних похідних за просторовими змін-

ними методом прямих. Початкове завдання зводилося до задачі Коші, описуваної систе-

мою звичайних диференціальних рівнянь. Управління точністю обчислень в методі прямих 

здійснювалося за допомогою однокрокових колокаційних блокових методів. Формування ро-

зрахункових різницевих схем інтегрування базувалося на використанні інтегро-

інтерполяційного методу. Для розроблених однокрокових колокаційних схем дискретизації 

для методу прямих доведено збіжність і стійкість за початковими даними і за правою ча-

стиною. Наведено результати тестових реалізацій запропонованих схем дискретизації на 

завданнях з відомими точними розв’язками. 
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Вступ  

Основним математичним апаратом при мо-

делюванні динамічних об’єктів з розподіленими 

параметрами є диференційні рівняння в частин-

них похідних (ДРЧП), які дозволяють описувати 

фізичні процеси в таких областях, як механіка 

суцільних середовищ, термодинаміка, квантова 

механіка, електродинаміка, теорія пружності і 

багато інших [1-2]. При цьому аналітичний 

розв’язок рівнянь в частинних похідних вдається 

отримати лише в одиничних випадках, тому роль 

чисельних методів для розв’язання таких задач 

важко переоцінити [3].  

Незважаючи на існування класичних під-

ходів до чисельного розв’язання таких задач, які 

базуються на явних і неявних різницевих схемах, 

схемах розщеплення, встановлення, скінченних 

елементів [1-2, 4], проблема ефективного 

розв’язання таких задач залишається актуальною і 

вимагає подальшого розвитку. Основні напрямки, 

на які в останні роки орієнтуються дослідники, 

полягають у використанні неструктурованих або 

адаптивних сіток, багатосіткових підходів або(та) 

розпаралелювання [5-10]. Неструктуровані сітки 

дозволяють враховувати складну геометричну 

конфігурацію границь, адаптивні уточнення 

спрямовані на мінімізацію розмірності вузлів сіт-

ки для досягнення бажаної точності розв’язання. 

Багатосіткові методи в першу чергу орієнтовані 

на розв’язання лінійних систем рівнянь, що вини-

кають з дискретизації рівнянь в частинних похід-

них. Однак всі ці підходи значно збільшують 

складність моделювання, а розмірність сформова-

них систем лінійних або нелінійних алгебраїчних 

рівнянь інколи досягає порядків 1012-1014 [9]. 

Розв’язання систем такого порядку не може бути 

отримано без залучення багатопроцесорних ком-

п'ютерів. Тому орієнтація на паралельне 

розв’язання отриманих завдань є першочерговою 

при розробці ефективних методів моделювання 

поведінки об’єктів з розподіленими параметрами. 

Метою роботи є розробка паралельних ме-

тодів дискретизації рівнянь в частинних похідних 

за просторовими змінними з можливістю управ-

ління кроком інтегрування за часом. 

Завдання дослідження полягають у фор-

муванні розрахункових схем для методу прямих зі 

зміною розмірностей розрахункових блоків, дове-

денні стійкості і збіжності отриманих методів, 

дослідженні точності обчислень в методі прямих 

при інтегруванні однокроковими блоковими ме-

тодами. 

Дискретизація ДРЧП за просторовими 
змінними 

Для простоти викладу можна обмежити ро-

згляд рівняння з розподіленими параметрами од-

новимірним параболічних рівнянням 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ [𝑥0, L],   𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇]    (1) 

з початковою умовою виду 

𝑢(𝑥, 𝑡0) = 𝑞(𝑥),                                    (2) 
граничними умовами першого 

𝑢(𝑥0, 𝑡) = 𝑔1(𝑡), 𝑢(𝐿, 𝑡) = 𝑔2(𝑡),        (3) 
другого 

𝜕𝑢(𝑥0, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝑔1(𝑡),

𝜕𝑢(𝐿, 𝑡)

𝜕𝑥
  = 𝑔2(𝑡)    (4) 

або третього роду 
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𝛼0𝑢(𝑥0, 𝑡) + 𝛽0
𝜕𝑢(𝑥0, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝑔1(𝑡),          (5) 

   𝛼1𝑢(𝐿, 𝑡) + 𝛽1   
𝜕𝑢(𝐿, 𝑡)

𝜕𝑥
  = 𝑔2(𝑡).     

За допомогою методу прямих початкову 

задачу (1-5) можна звести до задачі Коші [11-15] 

𝑢′(𝑡) = 𝜑(𝑡, 𝑢(𝑡)), 𝑢(𝑡0) = 𝑢0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇].   (6) 

Отримана система звичайних диференцій-

них рівнянь (СЗДР) (6) може бути реалізована з 

використанням відомих паралельних підходів 

[2,12,16] з відповідними початковими і гранични-

ми умовами. Такий підхід дозволяє досить ефек-

тивно реалізовувати великий клас еволюційних 

рівнянь.  

При чисельному розв’язанні сформованої 

СЗДР (6), розмірність якої залежить від кроку за 

просторовою змінною (h-уточнення), виникають 

додаткові можливості, пов'язані з апроксимацією 

більш високого порядку (p-уточнення), локальним 

контролем помилок і автоматичною зміною кроку 

інтегрування за часом (τ-уточнення) [12,16]. В 

роботі, що пропонується, будуть розглядатися 

питання, пов'язані тільки з τ-уточненням, що осо-

бливо актуально при чисельному розв’язанні жор-

стких диференціальних рівнянь. Для управління 

кроком в роботі пропонується використовувати 

колокаційні блокові методи [2,12], які дозволяють 

забезпечувати паралельне управління кроком ін-

тегрування для цілого блоку точок. 

Управління точністю обчислень в мето-
ді прямих при інтегруванні однокрокови-
ми блоковими методами 

Основна ідея, на якій базується конструю-

вання блокових методів для вирішення СЗДР на 

паралельних комп'ютерах, полягає в одночасному 

отриманні наближень точного розв’язання в рів-

новіддалених точках блоку (рис. 1) [2]. Розгляда-

ється розв’язання задачі Коші (6) однокроковим 

коллокаціонним блоковим методом (7) з числом 

розрахункових точок s 

𝑢𝑛,𝑖 = 𝑢𝑛,0 + 𝜏(𝑏𝑖 𝐹𝑛,0 +∑𝑎𝑖,𝑗𝐹𝑛,𝑗

𝑠

𝑗=1

),   (7) 

𝑖 = 1,2, … , 𝑠, 𝑛 = 1,2, … , 𝑁,  

де 𝑢𝑛,𝑖 – наближені розв’язання задачі Коші (6), 

що визначаються відповідними різницевими схе-

мами (7) в точках 𝑡𝑛,𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑠, 
𝜏 – крок інтегрування, 

𝐹𝑛,𝑗 = 𝜑(𝑡𝑛 + 𝑗𝜏, 𝑢𝑛,𝑗) – праві частини рівняння 

(6) у відповідних точках, 𝑗 = 0,1, … , 𝑠, 

𝑏𝑖 , 𝑎𝑖,𝑗 - коефіцієнти розрахункової схеми. 

Разом з тим, якщо мова йде про чисельне 

інтегруванні жорстких диференціальних рівнянь, 

виникає необхідність в зміні кроку інтегрування, 

що неможливо забезпечити всередині блоку. З 

одного боку, це є недоліком методу, але, з іншого 

боку, оскільки точки всередині блоку розташовані 

регулярно [2], є можливість визначення і зістав-

лення локальних похибок у всіх співпадаючих 

точках блоку (рис. 2). 

tn,0
...

tn,1 tn,stn,2



...



розрахунковий блок

...

 
Рисунок 1 – Розміщення розрахункових то-

чок в блоковій різницевій схемі (1 × 𝑠) при дис-

кретизації методом прямих 

 

Алгоритми управління точністю обчислень 

базуються на використанні колокаційних блоко-

вих однокрокових методів, які задаються різнице-

вими схемами з різними порядками апроксимації. 

Паралельний рахунок здійснюється в межах одно-

го циклу для всіх точок блоків з розмірностями s і 

s+1, обчислення проводяться незалежно, необхід-

ність в обмінах виникає тільки після отримання 

кінцевих результатів для обох блоків розрахунко-

вих точок (рис. 2). Виділяються дві системи про-

цесорних вузлів, на яких запускаються паралельні 

процеси. Перша система вузлів забезпечує пара-

лельну реалізацію однокрокового колокаційного 

блокового s-точкового методу, що вимагає s про-

цесорних елементів для отримання значень 𝑢𝑛,𝑖
(1),

𝑖 = 0,1,2, … , 𝑠. На другий системі вузлів здійсню-

ється реалізація однокрокового коллокаціонного 

блочного s+1-точкового методу c отриманням 

значень 𝑢𝑛,𝑖
(2), 𝑖 = 0,1,2, … , 𝑠, 𝑠 + 1. Оскільки ме-

тоди є неявними, кожен часовий крок має на увазі 

проведення деякої кількості ітерацій, що забезпе-

чують необхідну локальну точність. Реалізація 

обох методів здійснюється автономно, що забез-

печує грубозернистість обчислень. 

 

tn,0
...

tn,1 tn,stn,2



...

tn,0
...

розрахунковий блок 2

tn,1 tn,2
...







розрахунковий блок 1

tn,s tn,S+1

...

...

 
 

Рисунок 2 – Визначення локальних поми-

лок у методі прямих на однокрокових блокових 

різницевих схемах (1 × 𝑠) і (1 × (𝑠 + 1)) 
 

Оскільки обчислення проводяться для бло-

ків точок, які розташовані регулярно, є можли-

вість зіставлення розв’язків, отриманих методами 

з різними порядками точності, в s розрахункових 

точках, що збігаються 𝑡𝑛,1, 𝑡𝑛,2, … , 𝑡𝑛,𝑠. Якщо нор-
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ма вектору розбіжностей не перевищує задану 

глобальну точність обчислень ‖𝑢𝑛,𝑖
(1) − 𝑢𝑛,𝑖

(2)‖ ≤ 𝑡𝑜𝑙,

𝑖 = 1,2, … , 𝑠, за основу береться розв’язок, отри-

маний колокаційним блоковим s+1 точковим ме-

тодом 𝑢𝑛,𝑖
(2)

 в точках 𝑡𝑛,𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑠, 𝑠 + 1.  Роз-

раховується нове значення кроку 𝜏𝑛𝑒𝑤. Якщо нор-

ма вектору розбіжностей не перевищує задану 

локальну точність обчислень, тобто 𝑡𝑜𝑙 <

‖𝑢𝑛,𝑖
(1) − 𝑢𝑛,𝑖

(2)‖ ≤ 𝜀, 𝑖 = 1,2, … , 𝑠, за основу береться 

розв’язок, отриманий колокаційним блоковим s+1 

точковим методом 𝑢𝑛,𝑖
(2)

 в точках 𝑡𝑛,𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑠, 

формується новий крок 𝜏𝑛𝑒𝑤 і нова опорна точка. 

Якщо отриманий розв’язок не забезпечує задану 

локальну точність, від поточного кроку необхідно 

відмовитися, виконавши його скорочення [2]. 

Формування однокрокових колокаційних 
схем дискретизації для методу прямих 

Виберемо в якості основної і допоміжної 

розрахункових схем однокрокові колокаційні 

блокові різницеві схеми з числом розрахункових 

точок відповідно s і s +1. Точки колокації вво-

дяться в вигляді рівномірної сітки (рис. 1) по ко-

жній утвореній прямий 

𝑡𝑛,𝑖 = 𝑡𝑛,0 + 𝑖𝜏 ∈ [𝑡𝑛,0, 𝑡𝑛,𝑠+1], 𝑖 = 0,1, … , 𝑠, 𝑠 + 1, 

формується канонічний вид однокрокових коло-

каційних блокових схем з числом розрахункових 

точок s і s +1 [2,12]. Для відокремлення різнице-

вих схем, що сприяють отриманню розв’язань 

методами з розмірністю розрахункових блоків 𝑠 і 
𝑠 + 1 відповідно, позначимо шукані змінні за 

першою розрахунковою схемою 𝑢𝑛,𝑖
(1)

 та 𝑢𝑛,𝑖
(2)

 – за 

другою. 

𝑢𝑛,𝑖
(1) = 𝑢𝑛,0 + 𝜏(𝑏𝑖

(1)𝐹𝑛,0 +∑𝑎𝑖,𝑗
(1)𝐹𝑛,𝑗

𝑠

𝑗=1

),    (8) 

𝑖 = 1,2, … , 𝑠, 𝑛 = 1,2, … , 𝑁,     

   𝑢𝑛,𝑖
(2) = 𝑢𝑛,0 + 𝜏(𝑏𝑖

(2)𝐹𝑛,0 +∑𝑎𝑖,𝑗
(2)𝐹𝑛,𝑗

𝑠

𝑗=1

), 

𝑖 = 1,2, … , 𝑠 + 1, 𝑛 = 1,2, … , 𝑁, 

де 𝑢𝑛,𝑖
(1), 𝑢𝑛,𝑖

(2)
 – наближені розв’язання задачі Коші 

(6), що визначаються відповідними різницевими 

схемами (8) в точках 𝑡𝑛,𝑖 , 𝑖 = 0,1,2, … , 𝑠, 𝑠 + 1 

𝜏 – крок інтегрування, 

𝐹𝑛,𝑗 = 𝜑(𝑡𝑛 + 𝑗𝜏, 𝑢𝑛,𝑗) – праві частини рівняння 

(6) у відповідних точках, 𝑗 = 0,1, … , 𝑠, 𝑠 + 1, 

𝑎𝑖,𝑗
(1), 𝑏𝑖

(1) , 𝑎𝑖,𝑗
(2), 𝑏𝑖

(2)
 – коефіцієнти відповідних 

розрахункових схем. 

Виведення системи різницевих рівнянь 

здійснюється з використанням інтегро-

інтерполяційного методу [2]. Для цього визнача-

ється інтерполяційний многочлен Лагранжа 

𝐿𝑚+𝑠–1(𝑡), вузли інтерполяції якого збігаються з 

точками колокації різницевих методів 𝑡𝑛,𝑗, а зна-

чення функції в вузлах інтерполяції відповідають 

значенням в правій частині рівняння (6)  𝐹𝑛,𝑗 =

𝜑(𝑡𝑛 + 𝑗𝜏, 𝑢𝑛,𝑗)  в точках 𝑗 = 0,1, … , 𝑠, 𝑠 + 1. Для 

формування різницевих схем інтегрування буде 

здійснюватися в межах (𝑡𝑛,0, 𝑡𝑛,𝑖), 𝑖 = 1,2, … 𝑠, 𝑠 +

1  

𝑢𝑛,𝑖
(1) = 𝑢𝑛,0 +∫ 𝐿𝑠(𝑡)𝑑𝑡,

𝑡𝑛,𝑖

𝑡𝑛,0

                  (9) 

𝑢𝑛,𝑖
(2) = 𝑢𝑛,0 +∫ 𝐿𝑠+1(𝑡)𝑑𝑡.  

𝑡𝑛,𝑖

𝑡𝑛,0

  

На основі наведених співвідношень (8) мо-

жна сформувати розрахункові схеми для реаліза-

ції методу прямих зі збільшенням розрахункового 

блоку. Оберемо розмірності розрахункових блоків 

𝑠 = 2, 𝑠 + 1 = 3.  Після побудови інтерполяційно-

го многочлена Лагранжа для першої розрахунко-

вої схеми (𝑠 = 2) і інтегрування його у відповід-

них межах, отримуємо першу систему різницевих 

рівнянь: 

𝑢𝑛,1
(1) = 𝑢𝑛,0 +

𝜏

12
(5𝐹𝑛,0 + 8𝐹𝑛,1 − 𝐹𝑛,2),      (10) 

𝑢𝑛,2
(1) = 𝑢𝑛,0 +

𝜏

3
(𝐹𝑛,0 + 4𝐹𝑛,1 + 2𝐹𝑛,2) 

Введемо додатковий вузол в розрахунковий 

блок і згенеруємо нову систему різницевих рів-

нянь 

𝑢𝑛,1
(2) = 𝑢𝑛,0 +

𝜏

24
(9𝐹𝑛,0 + 19𝐹𝑛,1 − 5𝐹𝑛,2 + 𝐹𝑛,3), (11) 

𝑢𝑛,2
(2) = 𝑢𝑛,0 +

𝜏

3
(𝐹𝑛,0 + 4𝐹𝑛,1 + 2𝐹𝑛,2), 

𝑢𝑛,3
(2) = 𝑢𝑛,0 +

3𝜏

8
(𝐹𝑛,0 + 3𝐹𝑛,1 + 3𝐹𝑛,2 + 𝐹𝑛,3). 

На основі розробленої програмної системи 

можна формувати розрахункові схеми з будь-

якою розмірністю розрахункових блоків, яка ви-

значається виходячи з вимог щодо точності на-

ближення розв’язань. Оцінки похибки отриманих 

різницевих рівнянь формуються у вигляді залиш-

кового члена при розкладанні розв’язань в ряди 

Тейлора. Для перевірки порядків апроксимації 

отриманих колокаційних схем виду (8) необхідно, 

задавши точки колокацій, згенерувати різницеві 

схеми виду (10-11), а потім знайти нев’язки рів-

нянь, що складають зазначені системи, і розкласти 

їх в ряд Тейлора поблизу шуканого розв'язку. 

Найнижчий порядок нев’язку в точці визначає 

порядок апроксимації схеми в цілому. Розглянемо 

схеми (10-11) і визначимо їх порядки апроксима-

ції. Для визначення значення 𝑢𝑛,𝑠 необхідно вирі-

шити систему рівнянь у кожній з використовува-

них точок колокації, в такому разі шукані оцінки 

для різницевої схеми (10) набудуть вигляду 

𝑟𝑛,1
(1) = −

1

2
𝑥(4)[0]𝜏3 + 𝑂[𝜏]4,  𝑟𝑛,2

(1) = [0]𝜏4. 

Оцінки, отримані у точках колокації різни-

цевими рівняннями (11), відповідно 

𝑟𝑛,1
(2) =

19

30
𝑥(5)[0]𝜏4 + 𝑂[𝜏]5, 

𝑟𝑛,2
(2) =

1

30
𝑥(5)[0]𝜏4 + 𝑂[𝜏]5, 
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𝑟𝑛,3
(2) =

1

10
𝑥(5)[0]𝜏4 + 𝑂[𝜏]5. 

Таким чином, колокаційна блокова однок-

рокова схема (10) має 3-ій порядок апроксимації, 

а схема (11) має 4-ий порядок апроксимації. 

Стійкість і збіжність однокрокових коло-
каційних схем дискретизації для методу 
прямих 

Однокрокові багатоточкові колокаційні 

блокові методи, які визначаються співвідношен-

ням (7), завжди стійкі за початковими даними. Це 

прямо випливає з того, що розв’язання однорідної 

системи, що відповідає (7), мають вигляд: 

𝑢𝑛,𝑖 = 𝑢𝑛,0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑠, 
і є рівномірно за n обмеженими. Для довільної 

правої частини необхідно отримати оцінку, яка 

встановлює стійкість розв’язання рівняння за пра-

вою частиною, з якої випливає, що якщо різнице-

ве рівняння (7) апроксимує вихідне рівняння (6), 

то розв’язання різницевої задачі (7) сходиться 

при 𝜏 → 0 до вирішення вихідної задачі (6), при-

чому порядок точності збігається з порядком ап-

роксимації [3]. 

Дослідження стійкості однокрокових бло-

кових колокаційних методів для жорстких задач 

проводилося, як це прийнято, на модельному од-

новимірному рівнянні. Якщо позначити матриці 

коефіцієнтів системи рівнянь (7) через 

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), 𝑖 = 1,2, … , 𝑠, 𝑗 = 1,2, … , 𝑠, 

𝑏𝑇 = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑠)                      
та ввести відповідні вектори 

𝑈𝑛 = (𝑢𝑛,𝑗), 𝑗 = 1,2, … , 𝑠, 𝑛 = 1,2, …, 

Φ𝑛 = (𝐹𝑛,𝑗), 𝑗 = 1,2, … , 𝑠, 𝑛 = 1,2, …, 

𝑒 = (1,1, … ,1)𝑇, 

то у векторній формі рівняння (7) матиме вигляд:  

𝑈𝑛 = 𝑒𝑢𝑛,0 + 𝜏(𝐹𝑛,0𝑏 + 𝐴Φ𝑛). 

Підставляючи в праву частину 

𝐹𝑛,0 = 𝜆𝑢𝑛,0, Φ𝑛 = 𝜆𝑈𝑛 , 
можна отримати:  

𝑈𝑛 = 𝑒𝑢𝑛,0 + 𝜇(𝑢𝑛,0𝑏 + 𝐴𝑈𝑛),          (12) 

де 𝜇 = 𝜆𝜏. 
Після перетворень формується рівняння 

(𝐸 − 𝜇𝐴)𝑈𝑛 = 𝑢𝑛,0(𝑒 + 𝜇𝑏), 

розв’язання якого відносно 𝑈𝑛 

𝑈𝑛 = 𝑢𝑛,0(𝐸 − 𝜇𝐴)
−1(𝑒 + 𝜇𝑏) = 𝐺𝑢𝑛,0, 

де вектор 𝐺 = (𝑔1, 𝑔2, … , 𝑔𝑠)
𝑇, являє собою мно-

ження матриці на вектор 

𝐺 =

(

 

1 − 𝜇𝑎1,1 −𝜇𝑎1,2
−𝜇𝑎2,1 1 − 𝜇𝑎2,2

… 𝜇𝑎1,𝑠
… 𝜇𝑎2,𝑠

−
… …
𝜇𝑎𝑠,1 −𝜇𝑎𝑠,2

…
… 1 − 𝜇𝑎𝑠,𝑠)

 

−1

∗ 

∗ (

1 + 𝜇𝑏1
1 + 𝜇𝑏2…
1 + 𝜇𝑏𝑠

).                          (13) 

Якщо ввести допоміжний вектор розмірності s: 

𝑈𝑛−1 = (𝑢𝑛−1,1, 𝑢𝑛−1,2, … , 𝑢𝑛−1,𝑠), 

де 𝑢𝑛−1,𝑠 = 𝑢𝑛,0, можна перейти до еквівалентної 

системи: 

𝑈𝑛 = 𝐺𝑈𝑛−1, 𝑛 = 1, 2, … 

з матрицею (14). Стійкість чисельного методу (7) 

визначається власними значеннями матриці �̆�.  

�̆� = (

0 0 … 0 𝑔1
0 0 … 0 𝑔2

0 0
…
… 0 𝑔𝑠

).            (14) 

Видно, що елементи цієї матриці є раціональними 

функціями від 𝜇 і власні значення матриці �̆� та-

кож будуть залежати від 𝜇. Тому необхідно знай-

ти ті області для власних значень 𝜇, в яких 

|𝑞(𝜇)| ≤ 1. По виду матриці �̆� можна зробити 

висновок, що вона має 𝑠 − 1 нульових власних 

числа 𝑞1 = 𝑞2 = ⋯ = 𝑞𝑠−1 = 0 і 𝑞𝑠 = 𝑔𝑠. Оскільки 

ранг матриці �̆�  дорівнює одиниці, кожному влас-

ному значенню відповідають різні ненульові вла-

сні вектори. 

Перевіримо, наприклад, стійкість однокро-

кових дво- та триточкових методів (10-11). Підс-

тавляючи в праві частини (10-11) 𝐹𝑛,𝑖 = 𝜆𝑢𝑛,𝑖 
отримаємо відповідно:  

𝑢𝑛,1
(1) = 𝑢𝑛,0 +

1

12
𝜇(5𝑢𝑛,0 + 8𝑢𝑛,1 − 𝑢𝑛,2),   (15) 

𝑢𝑛,2
(1) = 𝑢𝑛,0 +

1

3
𝜇(𝑢𝑛,0 + 4𝑢𝑛,1 + 2𝑢𝑛,2), 

𝑢𝑛,1
(2) = 𝑢𝑛,0 +

1

24
𝜇(9𝑢𝑛,0 + 19𝑢𝑛,1 − 5𝑢𝑛,2 + 𝑢𝑛,3), (16) 

𝑢𝑛,2
(2) = 𝑢𝑛,0 +

1

3
𝜇(𝑢𝑛,0 + 4𝑢𝑛,1 + 𝑢𝑛,2), 

𝑢𝑛,3
(2) = 𝑢𝑛,0 +

3

8
𝜇(𝑢𝑛,0 + 3𝑢𝑛,1 + 3𝑢𝑛,2 + 𝑢𝑛,3). 

Елементи векторів 𝐺(1) та 𝐺(2) відповідно 

до систем (15-16) отримаємо зі співвідношення 

(13) 

𝐺(1) =

(

 
 
−

−6 + 𝜇2

2(3 − 3𝜇 + 𝜇2)

3 + 3𝜇 + 𝜇2

3 − 3𝜇 + 𝜇2 )

 
 
,     

𝐺(2) =

(

 
 
 
 

−12 + 6𝜇 + 𝜇2 − 𝜇3

−12 + 18𝜇 − 11𝜇2 + 3𝜇3

−12 − 6𝜇 + 𝜇2 + 𝜇3

−12 + 18𝜇 − 11𝜇2 + 3𝜇3

−
12 + 18𝜇 + 11𝜇2 + 3𝜇3

−12 + 18𝜇 − 11𝜇2 + 3𝜇3)

 
 
 
 

, 

тому матриці �̆� матимуть такий вигляд  

�̆�(1) =

(

 
 
0 −

−6 + 𝜇2

2(3 − 3𝜇 + 𝜇2)

0
3 + 3𝜇 + 𝜇2

3 − 3𝜇 + 𝜇2 )

 
 
, 
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  �̆�(2) =

(

 
 
 
 
0 0

−12 + 6𝜇 + 𝜇2 − 𝜇3

−12 + 18𝜇 − 11𝜇2 + 3𝜇3

0 0
−12 − 6𝜇 + 𝜇2 + 𝜇3

−12 + 18𝜇 − 11𝜇2 + 3𝜇3

0 0 −
12 + 18𝜇 + 11𝜇2 + 3𝜇3

−12 + 18𝜇 − 11𝜇2 + 3𝜇3)

 
 
 
 

. 

Визначимо власні значення матриці �̆�(1) 

𝑞1 = 0, 𝑞2 =
3 + 3𝜇 + 𝜇2

3 − 3𝜇 + 𝜇2
, 

для матриці �̆�(2) відповідно 

𝑞1 = 𝑞2 = 0,  𝑞3 = −
12 + 18𝜇 + 11𝜇2 + 3𝜇3

−12 + 18𝜇 − 11𝜇2 + 3𝜇3
. 

 

Границею області стійкості (15) є множина 

таких точок, для яких |𝑞(𝜇)| = 1. Покажемо (рис. 

3-4), що для одноточкових багатокрокових мето-

дів (15-16) такою межею є уявна вісь, тобто мно-

жина точок 𝜇 = 𝑖𝛼, де 𝛼 - довільне дійсне число. 

Областю стійкості методів є ліва полуплощина 

𝑅𝑒(𝜇) < 0, так як для дійсних від'ємних значень 𝜇 

має місце 0 ≤ 𝑞(𝜇) < 1. 
 

 
 

Рисунок 3 – Межі області стійкості блоко-

вого однокрокового колокаційного методу (15) 
 

 
 

Рисунок 4 – Межі області стійкості блоко-

вого однокрокового колокаційного методу (16) 
 

Таким чином, колокаційні блокові однок-

рокові схеми (10-11) є А-стійкими. Аналогічно 

перевіряється стійкість блокових методів з дові-

льною кількістю точок розрахункових блоків. На 

рис. 5-6 наведені границі областей стійкості для 

блоків розмірності 𝑠 = 4, 𝑠 + 1 = 5 відповідно. 
 

 
 

Рисунок 5 – Межі області стійкості блокового 

однокрокового колокаційного методу 𝑠 = 4. 

Тобто, однокроковий п’ятиточковий коло-

каційний блоковий також є А-стійким і його поря-

док апроксимації на одиницю більше кількості 

розрахункових точок. 
 

 
Рисунок 6 – Межі області стійкості блоко-

вого однокрокового коллокаціонного методу 

𝑠 + 1 = 5. 

Тестова реалізація схем дискретизації 
для методу прямих 

Паралельна реалізація методу прямих на 

основі розглянутих в підрозділі алгоритмів управ-

ління кроком, заснованих на блокових методах зі 

зміною розмірності розрахункових блоків, прово-

дилася на тестових завданнях з відомими точними 

розв’язками. В [17] наведено точний розв’язок 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝜋
2𝑎2𝑡𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑥) + 𝑒−𝜋

2𝑎2𝑘2𝑡𝑠𝑖𝑛(𝑘𝜋𝑥) 
однорідного (𝑓(𝑥, 𝑡) = 0) тестового рівняння теп-

лопровідності (1) з параметрами 

𝐿 = 1, 𝑇 = 1, 𝑎 = 1, 

в початковій умові якого 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑠𝑖𝑛(𝜋𝑥) + sin(𝑘𝜋𝑥)           (17) 
міститься параметр жорсткості 𝑘 ≫ 1, що забез-

печує швидке убування компоненти розв’язання 

𝑒−𝜋
2𝑎2𝑘2𝑡𝑠𝑖𝑛(𝑘𝜋𝑥). На границях задані умови 

першого роду 

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝐿, 𝑡) = 0.                     (18) 
В [17] наведені дані про те, що реалізація 

цього рівняння відомим різницевим методом Кра-

нка-Ніколсона дає неприйнятну точність, яка різ-

ко погіршується зі збільшенням параметра жорст-

кості k, знижуючись при 𝑘 = 10 до значення 0.61. 

Реалізація цього ж завдання за допомогою методу 

прямих дозволяє значно підвищити точність роз-

рахунків.  
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Рисунок 7 – Глобальні похибки в методі 

прямих для завдання (1,17-18) з кроком за просто-

ровою змінною ℎ = 0.1 

 
 

Рисунок 8 – Варіація кроку інтегрування в 

методі прямих для завдання (1,17-18) з кроком за 

просторовою змінною ℎ = 0.1 
 

 
 

Рисунок 9 – Глобальні похибки в методі 

прямих для завдання (1,17-18) з кроком за просто-

ровою змінною ℎ = 0.05 
 

 
 

Рисунок 10 – Варіація кроку інтегрування в 

методі прямих для завдання (1,17-18) з кроком за 

просторовою змінною ℎ = 0.05 
 

На рис. 7-8 наведено графіки глобальних 

помилок і зміни кроку інтегрування при розбитті 

відрізку за просторовою змінною з кроком ℎ =
0.1, на рис. 9-10 крок за просторовою змінною 

зменшено вдвічі, ℎ = 0.05. 

Наступне тестування виконувалося для па-

раболічного рівняння, наведеного в [11]. Розгля-

дався окремий випадок однорідного рівняння теп-

лопровідності (1) зі значеннями параметрів 𝐿 =
1, 𝑇 = 1, 𝑎 = 1, з початковою умовою 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑥

𝐿
),                     (19) 

граничними умовами другого роду 
𝜕𝑢(0, 𝑡)

𝜕𝑥
=
𝜕𝑢(𝐿, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0,                 (20) 

з відомим точним розв’язком 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒
−(𝜋

2

𝐿2
⁄ )𝑡

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑥

𝐿
). 

Графіки глобальних помилок і зміни кроку 

інтегрування, отримані при реалізації методу 

прямих на основі однокрокових багатоточкових 

колокаціонних блокових схем зі зміною розмірно-

сті розрахункових блоків, наведено на рис. 11-14. 

Розбиття відрізку за просторовою змінною прово-

дилося з кроками ℎ = 0.1 для системи з 11 рівнянь 

та ℎ = 0.05 для системи з 21 рівняння відповідно. 
 

 
 

Рисунок 11 – Глобальні похибки в методі 

прямих для завдання (1,19-20) з кроком за просто-

ровою змінною ℎ = 0.1 
 

 
 

Рисунок 12 – Варіація кроку інтегрування в 

методі прямих для завдання (1,19-20) з кроком за 

просторовою змінною ℎ = 0.1 
 

 
 

Рисунок 13 – Глобальні похибки в методі 

прямих для завдання (1,19-20) з кроком за просто-

ровою змінною ℎ = 0.05 
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Рисунок 14 – Варіація кроку інтегрування в методі 

прямих для завдання (1,19-20) з кроком за просто-

ровою змінною ℎ = 0.05 

Дані обчислювальних експериментів гово-

рять про те, що зведення еволюційних рівнянь 

методом прямих до розв’язання задачі Коші до-

зволяє застосовувати автоматичне керування дов-

жиною кроку за часовою змінною при реалізації в 

паралельних обчислювальних системах, що забез-

печує розв’язання задачі (1-5) за короткий час і з 

прийнятною точністю. 

 

Висновки 

У роботі наведені паралельні алгоритми 

управління кроком інтегрування за часом (τ-

уточнення) при реалізації методу прямих для рів-

нянь з частинними похідними колокаційними 

блоковими різницевими схемами. Розглядалися 

питання генерування колокаційних однокрокових 

методів зі змінними розмірностями розрахунко-

вих блоків, застосування яких дає змогу керувати 

кроком інтегрування за часом. У розроблених ал-

горитмах локальні похибки визначалися і зістав-

лялися у співпадаючих колокаційних точках бло-

ку. Паралельний рахунок здійснювався в межах 

одного циклу для всіх точок блоків з відповідни-

ми розмірностями однокрокових методів 1 ×
𝑠(𝑠 + 1). Дві нитки обчислень реалізовувались 

незалежно, і необхідність в обмінах виникала 

тільки після отримання кінцевих результатів для 

блоків розрахункових точок. Побудова процедури 

управління кроком дозволила просуватися відразу 

на 𝑠 або на 𝑠 + 1 розрахункову точку в залежності 

від нормованих величин розбіжностей, отриманих 

при формуванні чергового блоку, що забезпечува-

ло відповідне прискорення навіть при послідовній 

реалізації. 

На відомих тестових завданнях виконана 

паралельна реалізація запропонованих алгоритмів 

управління кроком. В якості тестових обиралися 

рівняння в частинних похідних, які за рахунок 

просторової дискретизації зводилися до 

розв’язання початкового завдання методом пря-

мих. Таким чином тестові завдання розглядалися 

як системи звичайних диференційних рівнянь ро-

змірності, що залежить від обраного кроку за про-

сторовою змінною. 

Наукова новизна полягає у розробці пара-

лельних однокрокових блокових методів дискре-

тизації рівнянь в частинних похідних за просторо-

вими змінними, в обґрунтуванні стійкості і збіж-

ності отриманих методів. 

Практична значимість полягає у підви-

щенні ефективності паралельних комп'ютерів при 

чисельному розв’язанні задач великої розмірності 

із сильною зв'язністю, коли кількість інформацій-

них обмінів порівнянна із числом обчислюваль-

них операцій. Створено програмне забезпечення 

модифікованих чисельних алгоритмів і алгорит-

мів розв’язання задач із розподіленими парамет-

рами, орієнтоване на обчислювальні системи з 

паралельною архітектурою. Отримано програмну 

реалізацію чисельних методів для розв’язання 

жорстких і погано обумовлених задач в паралель-

них обчислювальних системах. Розроблено про-

грамне забезпечення паралельних алгоритмів ке-

рування кроком і порядком інтегрування для 

розв’язання жорстких систем, що засновані на 

колокаційних однокрокових блокових методах. 

Для автоматичного формування обчислювальних 

схем розроблена програмна система, заснована на 

використанні інтегро-інтерполяційного методу, 

що дозволяє генерувати коефіцієнти різницевих 

схем, визначати порядок апроксимації і оцінювати 

апріорну величину похибки в вузлах розрахунко-

вих блоків. 
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ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ОДНОШАГОВЫЕ КОЛОКАЦИОННЫЕ СХЕМЫ ДИСКРЕТИЗАЦИИ МЕ-

ТОДОМ ПРЯМЫХ ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ ОБЪЕКТОВ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРА-

МЕТРАМИ 

В работе рассмотрены вопросы, связанные с параллельным моделированием объектов с распределенны-

ми параметрами при дискретизации уравнений в частных производных по пространственным перемен-

ным методом прямых. Первоначальная задача сводилась к задаче Коши, описываемой системой обыкно-

венных дифференциальных уравнений. Управление точностью вычислений в методе прямых осуществ-

лялось с помощью одношаговых коллокационных блочных методов. Формирование расчетных разност-

ных схем интегрирования базировалось на использовании интегро-интерполяционного метода. Доказаны 

сходимость и устойчивость по начальным данным и по правой части предложенных одношаговых кол-

локационных схем дискретизации для метода прямых. Приведены результаты тестовой реализации схем 

дискретизации для метода прямых на задачах с известными точными решениями. 

Ключевые слова: коллокационные схемы, дискретизация, метод прямых, уравнения в частных про-

изводных, задача Коши, распределенные параметры. 
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PARALLEL SINGLE-STEP COLLOCATION DISCRETIZATION DIAGRAMS BY THE DIRECT 

METHOD FOR MODELING OBJECTS WITH DISTRIBUTED PARAMETERS 

The paper presents parallel control algorithms for the integration time step (τ-refinement) of the straight line 

method for partial differential equations with collocation block difference schemes. The issues of generating 

collocation one-step methods with interchangeable dimensions of the calculation blocks were considered, the 

application of which allows us to control the integration step over time. In the developed algorithms, local errors 

were determined and compared at coinciding collocation points of the block. Parallel calculation was carried out 

within one cycle for all the points of blocks with the corresponding dimensions of 1× s (s +1) one-step methods. 

Two threads of calculations were implemented independently, and the need for exchange arose only after obtain-

ing the final results for blocks of calculation points. The construction of the step control procedure allowed us to 

advance immediately to s or to s+1 calculated points depending on the normalized values of the discrepancies 

obtained during the formation of the next block, this ensured the corresponding acceleration even during sequen-

tial implementation. 

On well-known test problems, a parallel implementation of the proposed step control algorithms was performed. 

Partial derivatives were chosen as test equations, which due to spatial discretization were reduced to solving the 

original problem by the direct method. Thus, the test tasks were considered as systems of ordinary differential 

equations, the dimensions of which depended on the chosen step in the spatial variable. 

Scientific novelty lies in the development of parallel one-step block methods for discretizing partial differential 

equations with respect to spatial variables, in substantiating the stability and convergence of the obtained meth-

ods. 

The practical significance lies in increasing the efficiency of parallel computers in the numerical solution of 

large-dimensional problems with strong connectivity, when the number of information exchanges is comparable 

to the number of computational operations. The software for modified numerical algorithms and algorithms for 

solving problems with distributed parameters, focused on computing systems with a parallel architecture, has 

been created. The software implementation of numerical methods for solving hard and poorly conditioned prob-

lems in parallel computing systems is obtained. Software has been developed for parallel step and integration 

control algorithms for solving rigid systems based on collocation single-step block methods. For the automatic 

formation of computational schemes, a software system has been developed based on the use of the integro-

interpolation method, which allows generating the coefficients of difference schemes, determining the approxi-

mation order and estimating the a priori error in the nodes of the calculation blocks. 

Key words: collocation schemes, discretization, direct method, partial differential equations, Cauchy problem, 

distributed parameters. 
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