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ОПТИМАЛЬНЕ УПРАВЛІННЯ В ЛІНІЙНИХ MAX-PLUS СИСТЕМАХ

Для дискретно-подійної системи, заданої у виді системи лінійних рівнянь в просторі станів
в базисі Max-Plus алгебри, побудовано критерій якості, що враховує збої в системі, які вини-
кли на деякому циклі її роботи. Показано визначення вихідної змінної через управляючі змін-
ні, поставлено задачу безумовної оптимізації критерію. Обґрунтовано необхідність викори-
стання нелінійних методів нульового порядку для розв’язку поставленої задачі. Запропоно-
вано модифікацію методу Хука-Дживса, що виключає з оптимізаційного алгоритму невдалі
кроки пошуку за зразком та пов’язані з ними можливі невдалі кроки досліджуваного пошуку.
Роботу запропонованого модифікованого методу Хука-Дживса проілюстровано на прикладі
розв’язку поставленої оптимізаційної задачі.
Ключові слова: оптимальне управління, дискретно-подійне управління, Max-Plus алгебра,
метод Хука-Дживса, мережі Петрі, граф синхронізації.

Вступ. Застосування математичного апарату мереж Петрі та Max-Plus алгебри не лише
дозволяє отримати опис роботи дискретно-подійної системи (ДПС) у формі, подібної до
рівнянь у просторі станів [3, 7], але й, з використанням зворотного зв’язку, врахувати вимоги
до поведінки системи. Ці вимоги є формалізацією логічних умов, що накладаються на плин
технологічного процесу, представленого ДПС, і забезпечують заданий перебіг подій у систе-
мі та виключення заборонених станів [8, 10]. При цьому, часові умови, тобто такі, що лише
включають задані числові значення моментів часу настання певних подій в системі, можуть
бути враховані у критерії якості роботи системи і реалізовані за допомогою оптимального
управління [4]. Типовим критерієм якості роботи системи є половина суми квадратів відхи-
лень між фактичними та бажаними моментами часу настання вихідних подій, де фактичні
значення є Max-Plus лінійними функціями від управляючих змінних. Таким чином, значення
моментів часу докладання управляючих впливів на дискретно-подійну систему, що забезпе-
чують їй задану поведінку,  є розв’язком задачі мінімізації цільового критерію.  Через наяв-
ність у ньому операції max, в загальному випадку визначення похідних цільової функції по
управляючих змінних є утрудненим [6, 9], а отже, природним стає використання нелінійних
методів оптимізації нульового порядку, що вимагають обчислення лише значень функції.

Постановка задачі дослідження. Розглядається дискретно-подійна система, яка задана
в канонічній формі наступною лінійною системою рівнянь в базисі Max-Plus алгебри
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де nk Rx Î)( , кожен елемент )(kxi  – це момент часу, в який i -а подія відбудеться в k -му

циклі розвитку процесу, ni ,1= , εx -=)0( , щоб гарантувати залежність першого виходу від

застосованого управління; mk Ru Î)(  – моменти часу, коли k -й вектор управління безпосе-
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редньо діє на систему; RÎ)(ky  – момент часу настання вихідної події на k -му циклі, тобто
маємо систему з одним виходом та m  входами; CBA ,,  – матриці відповідних розмірностей,
елементи яких належать до R .

Нехай задана послідовність N
lkkd =)}({  бажаних моментів часу настання вихідної події

на )( lN -  кроках управління, починаючи з l -го циклу розвитку процесу. Задамо цільовий
критерій [9]:
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ному та наступних циклах роботи системи. Як бажані моменти часу виходу можна розгляда-
ти дані виробничого розкладу (видача станком деталі, прибуття транспортного засобу на
станцію маршруту, реєстрація нового абонента на базовій станції тощо), в той час як факти-
чний момент настання вихідної події )(ky , Nlk ,=  – це викликаний деяким збуренням збій
графіку роботи системи. При цьому значення вихідної змінної визначається через управляю-
чі змінні на наступних )( lN -  кроках в такий спосіб:
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де 1,1),( -= ljju  – управління, що вже було застосовано до системи на попередніх циклах її
роботи.

Таким чином, задача відновлення оптимального управління, що компенсує збурення у
дискретно-подійній системі, має вид:
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Задача (4) є задачею безумовної оптимізації, розв’язок якої градієнтними методами
утруднений через наявність у цільовій функції операції max, тому оптимізація має проводи-
тись з використанням методів нульового порядку.

Модифікований метод Хука-Дживса. Одним з методів розв’язку задачі оптимізації (4)
є модифікований метод Хука-Дживса. Використання цього методу обумовлено простотою
його алгоритму та, відповідно, простотою адаптації до особливостей математичного апарату,
що використовується у різних оптимізаційних задачах, зокрема, до апарату Max-Plus
алгебри.
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Зміст модифікації алгоритму наступний. У класичному алгоритмі, що розглянутий у
[1], після виконання кроку пошуку за зразком, виконується досліджуваний пошук навколо
точки зразка, незалежно від того, зменшилося значення цільової функції або ні. Якщо дослі-
джуваний пошук у точці траєкторії оптимізації, що отримана за зразком, виявився успішним,
визначається нова базисна точка. У протилежному випадку здійснюється повернення до
базисної точки, в якій було досягнуто зменшення значення цільової функції. У [1] ця проце-
дура має назву «заміна базисної точки». Таким чином, до траєкторії оптимізації включено
точку,  в якій зменшення значення цільової функції не було досягнуто,  і,  якщо у результаті
досліджуваного пошуку навколо точки невдалого зразка значення цільової функції не змен-
шиться, будуть виконані зайвий досліджуваний пошук та, відповідно, обчислювальні затра-
ти, пов’язані з ним.

Модифіковану процедуру, яку реалізовано у вигляді функції на m-мові системи
MATLAB, наведено нижче. Імена змінних повністю збігаються з тими, що використовуються
у [1]. У запропонованій модифікації після виконання кроку пошуку за зразком, виконується
перевірка зменшення значення цільової функції в точці зразка p .  Якщо значення цільової
функції не зменшилося, то виконується повернення до базисної точки, де значення цільової
функції зменшувалось, а досліджуваний пошук не виконувався. У протилежному випадку
виконується досліджуваний пошук навколо точки вдалого зразка. Таким чином, з траєкторії
оптимізації виключаються точки,  які отримано в результаті невдалого кроку пошуку за
зразком та пов’язані з ними можливі невдалі виконання досліджуваного пошуку.

function [fb,x] = hjp(z,x,h)
% Модифікований метод Хука-Дживса
% Мінімізація функції f(x1,x2,...,xn) без обмежень
z = fcnchk(z);
n = length(x);
y = x;
b = x;
kz = 0;
kz = kz + 1;
f = z(x);
fb = f;
kit = 0;
tic
while h >= 1e-8
   % пошук, що досліджує
   for j = 1:n
        x(j) = y(j) + h;
        fr = z(x);
        kz = kz + 1;
        if fr < f
            y(j) = x(j);
            f = fr;
        else
            x(j) = y(j) – h;
            fr = z(x);
            kz = kz + 1;
            if fr < f
                y(j) = x(j);
                f = fr;
            else



ISSN 2075-4272 Наукові праці ДонНТУ. Серія: “Обчислювальна техніка та автоматизація”          № 1(28)’2015

75

                x(j) = y(j);
            end
        end
    end
    kit = kit+1;
    if f < fb – 1e–10
        % пошук за зразком
        p = 2*y – b;
        b = y;
        x = p;
        y = x;
        fb = f;
        f = z(x);
        kz = kz + 1;
        if f > fb
            % якщо крок за зразком виявляється невдалим,
            % повернутися в базисну точку, в якій
            % зменшення цільової функції було досягнуто
            x = b;
            y = b;
            f = fb;
        end
    else
       %disp(' зменшення кроку ')
       h = 0.02 * h;
    end
end
toc
disp('hjp: мінімізація завершена ')
disp(['розрахунок функції 'num2str(kz) ', ітерацій ' num2str(kit)])
end
Розглянутий алгоритм багаторазово протестований на різних тестових функціях. Зок-

рема, при оптимізації функції Розенброка 2
1

22
1221 )1()(100),( xxxxxf -+-×= , що має екст-

ремум у точці )1,1(=*x  з початкової точки )7,10(0 =x , кількість обчислень значень цільової
функції у традиційному алгоритмі – 3129, а в модифікованому – 1884, що підтверджує ефек-
тивність запропонованої модифікації.

Результат розв’язку поставленої задачі модифікованим методом Хука-Дживса. В
якості прикладу розглянемо просту виробничу систему, граф синхронізації якої наведено на
рисунку 1 [6].

Рисунок 1 – Граф синхронізації простої виробничої системи
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Граф має п’ять операційних позицій 51 SS - , з двома управляючими впливами 1u  та 2u .
Для того, щоб математично описати систему у виді (1), побудуємо матриці динаміки A  та
управління B  [2, 5]. За структурою графу синхронізації отримаємо:
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Нехай збій у роботі системи відбувся на 3-му циклі роботи та відомі бажані значення

вихідної змінної на наступних п’яти циклах: ,42)6(,34)5(,27)4(,19)3( ==== dddd
51)7( =d . Необхідно визначити вектори управління )(ku , 7,3=k , що мінімізують цільову

функцію (2), де )(ky  визначені за (3), та повертають систему до усталеного режиму роботи.
Розв’язок задачі модифікованим методом Хука-Дживса дає такий результат:

0)( 4 =* UJ , T)19,17()3( =u , T)25,25()4( =u , T)31,32()5( =u , T)37,40()6( =u , T)43,49()7( =u ;
обчислень функції проведено 1840, ітерацій 88. Моменти часу початку та тривалість опера-
цій в системі ілюструють діаграми Ганта (див. рис. 2).
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Рисунок 2 – Діаграма Ганта роботи системи: а) без управління; b) з управлінням
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З діаграм роботи системи видно, що за рахунок докладання управляючих впливів,
розвиток в часі дискретно-подійного процесу сповільнюється, при цьому досягається бажана
поведінка системи.

Висновки
1. Показано використання оптимального управління для компенсації збоїв в роботі

дискретно-подійних систем, заданих лінійними рівняннями в базисі Max-Plus алгебри. Об-
ґрунтовано необхідність використання нелінійних методів оптимізації нульового порядку
для розв’язку задачі мінімізації суми квадратів відхилень між фактичними та бажаними мо-
ментами часу настання вихідної події у збуреній ДПС.

2. Запропоновано модифікацію методу Хука-Дживса, яка полягає у виключенні з траєк-
торії оптимізації точок невдалого кроку пошуку за зразком та пов’язаних з ними можливих
невдалих кроків досліджуваного пошуку та дозволяє зменшити кількість обчислень значень
функції.

3.  Для простої виробничої системи, збій в роботі якої відбувся на 3-му циклі,  за допо-
могою запропонованої модифікації методу Хука-Дживса за відомими значеннями вихідної
змінної визначені управляючі впливи для п’яти циклів роботи як розв’язок задачі нелінійної
оптимізації. Докладання знайдених управляючих впливів дозволило досягти бажаної поведі-
нки системи.
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В.В. Поцепаев, Э.Е. Зайцева.
ГВУЗ «Донецкий национальный технический университет»
Оптимальное управление в линейных Max-Plus системах. Для дискретно-событийной
системы, заданной в виде системы линейных уравнений в пространстве состояний в базисе
Max-Plus алгебры, построен критерий качества, учитывающий сбои в системе, которые
возникли на некотором цикле ее работы. Показано определение выходной переменной через
управляющие переменные, поставлена задача безусловной оптимизации критерия. Обосно-
вана необходимость использования нелинейных методов нулевого порядка для решения по-
ставленной задачи. Предложена модификация метода Хука-Дживса, которая исключает из
оптимизационного алгоритма неудачные шаги поиска по образцу и связанные с ними воз-
можные неудачные шаги исследующего поиска. Работа предложенного модифицированного
метода Хука-Дживса проиллюстрирована на примере решения поставленной оптимизаци-
онной задачи.
Ключевые слова: оптимальное управление, дискретно-событийное управление, Max-Plus ал-
гебра, метод Хука-Дживса, сети Петри, граф синхронизации.
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V.V. Potsepaev, E.Ye. Zaytseva
Donetsk National Technical University
Optimal control in Max-Plus linear systems. The use of Petri nets and Max-Plus algebra mathe-
matical apparatus allows both to describe the discrete-event system (DES) in state space form
equations and due to feedback to consider demands on system behavior. These demands are the
formalization of technological process logical terms that provide given run of events and exclusion
of forbidden states. However time conditions with defined numerical values of certain events occur-
ring time moments could be considered in system work quality criterion and implemented by using
optimal control. The typical criterion is a half-sum of squared difference between actual and de-
sired output time, where actual values of output variable are Max-Plus linear functions of control
variables. Hence, values of DES control time moments (input times), that provide system desired
behavior are the solution of objective criterion minimization problem. Because of max operation in
the objective criterion it is inexpedient to use gradient methods of optimization, so nonlinear pro-
gramming algorithms that evaluate only objective function values are needed. That’s why to solve
the described problem Hooke-Jeeves method is used with modification that allows reducing number
of function value calculations. In suggested modification after pattern search step there is a check
of new function value in pattern point. If no function reduction has been achieved, then algorithm
goes back to base point, where function value was decreased and no exploratory search was made.
Otherwise exploratory search is made in the neighborhood of successful pattern point. The modifi-
cation means that points from unsuccessful pattern search step and connected to them possible un-
successful exploratory moves are excluded from optimization trajectory. The work of suggested
Hooke-Jeeves algorithm modification is illustrated on simple production system with disturbance
on the 3d cycle. For given output times the input time values are calculated as solution to optimiza-
tion problem and desired system behavior on five cycles of its work is achieved.
Keywords: optimal control, discrete-event control, Max-Plus algebra,  оптимальное управление,
дискретно-событийное управление, Max-Plus алгебра, Hooke-Jeeves method, Petri nets, timed-
event graph.
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