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ДИНАМІЧНА МОДЕЛЬ АСИНХРОННОГО ДВИГУНА
З УРАХУВАННЯМ ЗУБЧАТОСТІ МАГНІТОПРОВОДІВ

Розроблена модель асинхронного двигуна, що враховує залежність взаємоіндуктивності
між обмотками статора та ротора від кута повороту ротора двигуна, як матричне ди-
ференційне рівняння у формі Коши. Запропоновано метод визначення залежності взаємних
індуктивностей двигуна від кута повороту ротора з урахуванням зубчатості магнітопро-
водів, в якому індукція результуючого поля в області паза представляється у вигляді накла-
дення індукцій двох полів: індукції непарного поля від струму паза та індукції парного поля,
зовнішнього по відношенню по паза. Модель може бути використана при дослідженні висо-
кочастотних складових струмів та напруг в мережі живлення асинхронних двигунів.
Ключові слова: двигун, магнітопровід, модель, індуктивність, паз.

Актуальність проблеми та її зв’язок з прикладними задачами. Проектування сучас-
них електротехнічних комплексів шахтної електричної мережі з високими техніко-
економічними показники роботи можливо тільки на основі математичного аналізу перехід-
них процесів в системі. Нові тенденції розвитку вугледобувної техніки, необхідність підви-
щення техніко-економічних показників, безпеки та надійності функціонування шахт обумов-
люють наукову та практичну актуальність удосконалення аналізу перехідних процесів шахт-
них електричних мереж. Особливий інтерес при моделюванні електромереж становлять мо-
делі електродвигунів як основних споживачів енергії, оскільки точність розрахунку їх пере-
хідних процесів суттєво впливає на точність моделювання системи в цілому. На сьогодніш-
ній день при аналізі перехідних процесів в шахтних електромережах двигуни представляють
на схемі заміщення сталими активно-індуктивними опорами, або надперехідними ЕРС за
надперехідними опорами [1], що суттєво знижує точність розрахунків. Точність може бути
підвищена шляхом використання динамічної моделі асинхронних двигунів. Для аналізу ви-
сокочастотних складових в кривій струму двигуна, що важливо під час проектування елект-
ротехнічного комплексу з напівпровідниковими перетворювачами, доцільно врахувати зу-
бчатісь магнітопроводів статора та ротора.

Відомі дослідження та публікації. Процес електромеханічного перетворення енергії
може бути проаналізований за допомогою теорії кіл, що базується на рівняннях Кірхгофа, та
теорії поля, в основі якої – рівняння Максвелла [2]. В першому випадку вважають, що кожній
гармоніці магнітного поля відповідають звичайні диференційні рівняння електричної рівно-
ваги. Розв’язуючи їх у сукупності з рівнянням механічної рівноваги електропривода, можна
проаналізувати перехідний процес [3, 4]. Підвищення точності моделювання електродвигунів
досягається врахуванням ефектів витіснення струмів в роторі, насичення сталі, залежності
активних опорів від температури та ін., що вимагає розв’язання системи диференційних рів-
нянь з нелінійними коефіцієнтами [5]. Особливістю математичних моделей електричних ма-
шин,  що базуються на теорії кіл,  є необхідність обчислення значень параметрів схем замі-
щення. Для цього розроблені спеціальні методики, що використовують каталожні дані елект-
ричних машин [6], дані дослідів неробочого ходу та короткого замикання, миттєві значення
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робочих параметрів машини [7], алгоритми оптимізації, методи нечіткої логіки та ін. Польові
методи аналізу дозволяють за допомогою однієї моделі аналізувати взаємодію полів різної
фізичної сутності: електромагнітного, теплового, механічних навантажень та ін. Такі методи
є доволі складними через необхідність розв’язання системи рівнянь в частинних похідних.
Для спрощення розрахунків використовують метод провідності зубцевих контурів [8, 9].

Мета роботи. Обґрунтування математичної моделі асинхронного електродвигуна, яка
враховує вплив зубчатості магнітопроводів на взаємоіндуктивність між обмотками статора та
ротора при повороті останнього.

Основний матеріал та результати досліджень. Матричне диференційне рівняння, що
описує перехідні процеси в асинхронному короткозамкненому двигуні відносно ортогональ-
них складових потокозчеплень, є наступним:

abab USGIRdt/d АДАДАД ++×=Y ,                                    (1)

де Т
rrssАД ][ qwyyyy baba=Y  – вектор змінних стану (проекцій потокозчеплень,

частоти обертання w  та кута повороту q  ротора); T
rrssα iiiiI ][ qwbabab = ;

T
cerrАД /JMMS ])([ --= ab wywy ; T

ssα uuU ]0000[ bab =  – вектор проекцій

напруг; R  – матриця активних опорів; АДG  – матрична константа.
Приймаючи припущення про тотожність індуктивностей розсіяння статора та ротора

sss LLL rs ==  та з’єднання обмотки статора за схемою «зірка», вектори АДY  та abI
зв’язані наступним співвідношенням:

( ) abq IMАД ×=Y ,                                                    (2)

де ( )qM  – матриця індуктивностей, яка дорівнює:
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причому ( ) ( ) ( ) 2/23 /MMMM rqrqq +---= ; ( ) ( )[ ] 234 /MMM rqrq --+= ; ( )qM  –
взаємоіндуктивність між фазами статора та ротора в функції кута повороту ротора;

231 /LLL σ += ; /32pr = ; L  – власна індуктивність обмотки статора (ротора).
Зворотній до (2) зв’язок встановлюється співвідношенням:

( ) АДαβ MI Y×= - q1 ,                                                 (4)

де ( )q1-M  – матриця, зворотня до ( )qM , що визначається наступним чином:
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Враховуючи в (1) вираз (4) та переходячи до лінійних напруг статора
[ ]ТСАВСАВАД uuuU = , маємо матричне диференційне рівняння стану асинхронного дви-

гуна відносно проекцій потокозчеплень, частоти обертання та кута повороту ротора:
АДАДАДАДАДАДАД UHSGFdt/d ×++Y×=Y ,                 (6)

де ( )q1-×= MRFАД , АДH  – матричні коефіцієнти, що дорівнюють, відповідно:
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причому
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де xR  та jM  визначаються з табл. 1.
Електромагнітний момент асинхронного двигуна дорівнює:

1043 )]()([51 M/MMp,M srsrsrsre aabbabba yyyyyyyy ++-= .             (9)
Для використання запропонованої мате-

матичної моделі необхідно визначити залеж-
ність взаємних індуктивностей двигуна від кута
повороту ротора. Для цього розглянемо магніт-
ну систему асинхронного двигуна, яка склада-
ється з магнітопроводів статора та ротора.
Приймемо наступні позначення: sD  – внутрі-
шній діаметр статора; rD  –  зовнішній діаметр

ротора; sпb , rпb  – ширина паза статора, ротора відповідно; sпh , rпh  – глибина паза статора,
ротора відповідно; sпsпssz bN/Db -= p , rпrпrrz bN/Db -= p  – ширина зубця статора, ротора
відповідно; szsпsz bbt += , rzrпrz bbt +=  – відстань між центрами сусідніх зубців статора, ро-
тора; d  –  ширина повітряного зазору між зубцями статора та ротора. Кількість пазів магні-
топроводу статора дорівнює sпN , ротора rпN . Обмотки статора та ротора (відповідно) харак-
теризуються наступними параметрами: sp , rp  –  кількість пар полюсів; sm , rm  – кількість
фаз; sкN , rкN  – кількість котушок; st , rt  – полюсне ділення; sW , rW  – кількість паралель-
них провідників в пазу; d+= /2sпsc hh , d+= 2/hh rпrc  – відстань від зосередженого
пазового струму до протилежного магнітопроводу.

Приймемо наступні припущення [9]: a) глибина паза статора sпh  є суттєво більшою від
ширини паза статора sпb  ( sпsп b,h 51> ), для ротора – аналогічно; b) ширина повітряного зазо-
ру d  є набагато меншою від радіуса його кривизни R  ( R<<d ), що дозволяє замінити кіль-
цевий зазор плоским; c) ширина зубця становить d3>zb ; d) магнітна проникненість магні-
топроводу є нескінченно великою ( ¥®сm ); e) розподілений струм в кожному пазу заміню-
ється рівним йому пазовим струмом, який розміщується на відстані ch  від протилежного ма-
гнітопроводу; f)  індукція результуючого поля в області паза представляється у вигляді на-

Таблиця 1 – Значення величин Rx та Mj  для
виразу (8)

=i 1 2 3 4 5 6
=xR sR rR sR sR rR rR
=jM -  - 3M 4M 3M 4M
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кладення індукції 1B  непарного поля від струму паза та індукції 2B  парного поля пазів маг-
нітопроводу; g) криві індукції будуються для повітряного зазору; h) на осі паза спостеріга-
ється збільшення обмоточної функції на величину кількості паралельних провідників в пазу,
якщо умовний напрямок обмотки в цьому пазу на розгортці обмотки «вгору», та зменшення
обмоточної функції на величину кількості паралельних провідників в пазу, якщо умовний
напрямок обмотки на розгортці обмотки «вниз».  Обмотку статора опишемо матрицею,  яка
характеризує розміщення активних сторін котушок (табл. 2). Номер рядка матриці відповідає
номеру котушки ( sкN,j ¢=1 ). В нульовому стовпчику записується номер фази sx  (для фази А

sx =1, В – sx =2, С – sx =3), до якого відноситься j -та котушка, інші стовпчики відповідають

пазам ( sпN,i ¢=1 ). Кожен елемент матриці jim  може приймати значення    –2, –1, 0, +1, +2.
Інформацію несе знак елемента та його модуль. Якщо jim =0, то активна сторона j -ї

котушки не належить i -му пазу. При
)m(sign ji =+1 активна сторона котушки

має умовний напрямок на схемі
розгортки «вгору», при )m(sign ji =–1 –
вниз. При обході розгортки
магнітопровода з котушкою зліва
направо лобова частина котушки
простягається від паза, для якого

1=jim ,  до паза з 2=jim . Аналогічна
матриця розміщення активних сторін
котушок обмотки складається для
ротора. Активні провідники sкN,j ¢=1

котушки обмотки статора характеризуються наступними кутовими координатами: j,sa1j  –
кутова координата активної сторони j -ї котушки (центра відповідного паза), для якої

1=jim ; j,sa2j  – кутова координата активної сторони j -ї котушки, для якої 2=jim . Кутові
координати активних сторін котушок обмотки ротора визначаються аналогічно.

Просторову обмоточну функцію (ПОФ) котушки визначимо як магніторушійну силу
цієї котушки при протіканні по котушці струму 1А.  ПОФ sкN,j ¢= 1  котушки обмотки
статора, яка належить sjx  фазі, в точці з кутовою координатою sj  визначимо як:

ïî
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  (10)

де };min{ 21 j,saj,sa,jmins jjj =  – найменша координата з j,sa1j  та j,sa2j ;

};max{ 21 j,saj,sajmax,s jjj =  – найбільша координата з j,sa1j  та j,sa2j .

МРС sкN,j ¢=1  котушки обмотки статора (МРС пазового струму)  в точці статора з
кутовою координатою sj  в момент часу t  визначається як:

)t(i)(Q)t,(F
sjsssjssj xjj ×= ,                                         (11)

де )t(i
sjsx  – миттєве значення струму фази sjx  статора (фази, до якої відноситься j -та

котушка); j  –  номер котушки,  активно сторона якої належить тій же пазовій області,  що і
координата sj .

Таблиця 2 – Формат матриці розміщення
активних сторін котушок обмотки статора

номер паза iномер
фази

sx
1  … sпN ¢

1

… jim
номер

котушки
j

sкN ¢
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Повна МРС статора в точці з координатою sj  в момент часу t :

å=
¢

=
S

sкN

i
ssiss )t,(F)t,(F

1
jj .                                            (12)

МРС статора в точці sj , зовнішня по відношенню до j -го паза, становить:

.)t,(F)t,(F)t,(F)t,(F)t,(F)t,(F
sкsк N

ji,i
ssissj

N

i
ssissjssssс å=-å=-=

¢

¹=

¢

=
S

11
jjjjjj         (13)

Залежності для ротора є аналогічними наведеним (10)–(13).
При розрахунку індукції для області кожного паза вводиться локальна декартова сис-

тема координат, під областю паза розуміється діапазон зміни локальної абсциси
22 /)bb(x/)bb( zпzп +<<+- . Розглядаються окремо індукції статора )t,(B ss jS  та ротора

)t,,(B sr qjS , а загальна індукція в повітряному зазорі )t,,(B s qjS  дорівнює їх сумі:
)t,,(B)t,(B)t,,(B srsss qjjqj SSS += .                                     (14)

Для області кожного паза індукція статора )t,(B ss jS  складається з індукції )t,(B ss j1

непарного поля від струму паза статора та індукції )t,(B ss j2  парного поля від струмів сусі-
дніх пазів:

)t,(B)t,(B)t,(B ssssss jjj 21 +=S .                                         (15)
Індукція 1sB  непарного поля від струму паза статора (при припущенні про відсутність

зовнішнього по відношенню до паза поля) обраховується згідно відомої залежності [9]:
]1)/[( 01 +-×-×××= t)rt(att)t,(F)t,(B пssjss dmjj ,                         (16)

де j –  номер котушки,  активна сторона якої знаходиться в пазу,  до області якого належить
точка з координатою sj ; 2)2( sпп b/δa = ; ])]/[()(1[ 22

пar ¢+¢¢-= hh  – параметр для центра
струму (у точці з координатами в локальній системі координат cjhz += 0 ), причому

пп a/a 1=¢ , крім того величина h¢  ( 11 <¢<- h ) обчислюється шляхом розв’язання рівняння:

0)]/2}1)/(1[()//({1 =¢-¢++¢¢¢-=¢ phhhh /lnaaarctgbh)(F пппc ;             (17)
до того ж t  – параметр, значення якого у точці 0jxz +=  вздовж повітряного зазору (лока-
льна координата х відповідає sj ) визначається як:

)1)/(( 22 hh -+= пat ,                                                  (18)
де h  визначається шляхом чисельного розв’язання наступного рівняння:

0)]/2}1)/(1[()//({22 =-++-= phhhd /lnaaarctgx)x(F пп .                (19)
Індукція 2sB  парного поля (зовнішнього по відношенню по паза) при припущенні про

відсутність струму в даному пазу визначається наступним чином [9]:
)1(02 +×= t/t/)t,(F)t,(B ssсss dmjj .                                (20)

Індукція результуючого поля ротора в області паза становить:
)t,(B)t,(B)t,(B)t,,(B rrrrrrsr jjjqj 21 +== SS ,                         (21)

де індукції непарного )t,(B rr j1  та парного )t,(B rr j2  полів в області паза ротора визнача-
ються аналогічно до відповідних індукцій статора.

Потокозчеплення j-ї котушки статора:

ò×= S

j,sa

j,s
sssj d)t,,(BL

2

a1

j

j
jqjy ,                                           (22)

де L  – довжина магнітопроводів двигуна; залежність (22) явно не враховує кількості витків
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котушки sjW , оскільки цей параметр враховано при розрахунку ПОФ (10).
Потокозчеплення j-ї котушки ротора визначається аналогічно до (22). Шляхом обраху-

вання суми потокозчеплень котушок, що належать одній фазі (з урахуванням кількості пар
полюсів), визначається потокозчеплення фазної обмотки. Розрахунок власних та взаємних
індуктивностей фазних обмоток статора та ротора здійснюється шляхом ділення потокозчеп-
лення відповідної фази на її струм при відсутності струму в інших фазах статора та ротора.

Рисунок 1 – Графічне зображення пазів однієї пари полюсів статора за
допомогою двійкової змінної ζ (а), суміщений графік індукцій Bs1 непарних полів від

струмів пазів однієї пари полюсів  статора (b), суміщений графік індукцій Bs2 парних полів в
області кожного паза для однієї пари полюсів статора (с), індукція однієї пари полюсів ста-

тора (d) для фіксованого моменту часу

В якості прикладу визначимо залежності взаємних індуктивностей від кута повороту
ротора для двигуна ВАО 41-4 у вибухобезпечному виконанні, основні параметри якого є на-
ступними [10]: номінальна потужність – 4 кВт; напруга – 660 В; зовнішній діаметр активної
сталі статора Dc=0,208 м; внутрішній діаметр активної сталі статора dс=0,133 м; довжина за-
ліза осереддя статора L=0,11м; повітряний зазор δ= 4·10-4 м; крок обмотки по пазам статора
1-12, 2-11, 3-10; вид обмотки - однослойна концентрична; кількість котушок обмотки статора
– 18; кількість елементарних провідників в пазу статора nэ1=59; кількість пазів статора Z1=36;
тип ротора – короткозамкнений; кількість пазів ротора Z2=26.
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Рисунок 2 – Залежність взаємної індуктивності M2 від кута θ повороту ротора

Рисунок 3 – Графіки частоти обертання (a), електромагнітного моменту (b),
кута повороту ротора (c) та взаємної індуктивності між фазами статора та ротора (d)

при ненавантаженому пуску двигуна ВАО 41-4

Розглядається випадок підключення обмотки фази А статора до джерела струму, який
змінюється синусоїдально з амплітудою 1А та частотою 50  Гц.  Приймається,  що за період
0,02с зміни струму ротор обертається на 2π рад. Розгортка магнітопроводу статора для однієї
пари полюсів подана за допомогою двійкової змінної ζ на рис. 1, а, причому ζ=0 відповідає
пазу, ζ=1 – зубцю. На рис. 1, b подано графік індукцій 1sB  непарних полів від струмів пазів
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однієї пари полюсів статора для довільно обраного моменту часу 0,01995 с, на рис. 1, c – су-
міщений графік індукцій 2sB  парних полів в області кожного паза. Сума вказаних індукцій,
згідно (15), становить індукцію статора (рис. 1, d). В даному випадку струм обмотками рото-
ра не проходить, тому індукція ротора дорівнює нулю. Шляхом інтегрування індукції в пові-
тряному зазорі в межах розміщення кожної котушки статора з урахуванням довжини магні-
топроводу, згідно (22), обраховуються значення потокозчеплення котушок статора для кож-
ного моменту часу. Потокозчеплення фазних обмоток статора визначається шляхом обраху-
вання суми потокозчеплень відповідних котушок. Аналогічно обчислюються потокозчеп-
лення фаз ротора. Залежність взаємної індуктивності sara i/ψM =2 , що показує залежність
потокозчеплення фази А ротора від струму фази А статора, для умов прикладу, що розгляда-
ється, від кута повороту ротора ілюструє рис. 2. На рис. 3 наведені графіки, що ілюструють
пуск вибухозахищеного двигуна ВАО 41-4, отримані шляхом чисельного розв’язання рів-
няння (6). Графіки ілюструють нестабільність електромагнітного моменту двигуна в устале-
ному режимі функціонування через зміну взаємного положення зубчатих ротора та статора.

Висновки та напрямок подальших досліджень.
Розроблена динамічна модель асинхронного двигуна, що враховує залежність взаємо-

індуктивності між обмотками статора та ротора від кута повороту останнього,  як матричне
диференційне рівняння. Запропоновано метод визначення залежності взаємних індуктивнос-
тей двигуна від кута повороту ротора, який базується на визначенні індукцій статора та ро-
тора з урахуванням зубчатості, визначенні потокозчеплень фаз машини та обрахуванні взає-
мних індуктивностей. Врахування зубчатості при визначенні залежності взаємних індуктив-
ностей від кута повороту ротора дозволить підвищити точність математичного моделювання
рудникових двигунів в перехідних та усталених режимах. В ході подальших досліджень до-
цільно врахувати ефект насичення сталі машини.
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В.Ф. Сивокобыленко, С.В. Василец
ГВУЗ «Донецкий национальный технический университет»
Динамическая модель асинхронного двигателя с учетом зубчатости магнитопроводов.
Разработана модель асинхронного двигателя, которая учитывает зависимость взаимоин-
дуктивности между обмотками статора и ротора от угла поворота ротора двигателя,
как матричное дифференциальное уравнение в форме Коши. Предложен метод определения
зависимости взаимных индуктивностей двигателя от угла поворота ротора с учетом зуб-
чатости магнитопроводов, в котором индукция результирующего поля в области паза
представляется в виде наложения индукций двух полей: индукции нечетного поля от тока
паза и индукции четного поля, внешнего по отношению к пазу. Модель может быть исполь-
зована при исследовании высокочастотных составляющих токов и напряжений в цепи пи-
тания асинхронных двигателей.
Ключевые слова: двигатель, магнитопровод, модель, индуктивность, паз.
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V. Sivokobylenko, S. Vasylets
Donetsk National Technical University
Dynamic model of the induction motor considering magnetic circuit serration. Modern trends in
the development of coal mining equipment and the need to improve the technical and economic in-
dices of coal mine necessitated improvement of methods for transient analysis. The accuracy of cal-
culation of transients in mine electric systems is possible, first of all, due to the improvement of
electric motor models, as major consumers of electricity in mines. The methods, used to estimate
the transients in electric drive of mine equipment, have low accuracy. The aim is to ground the
mathematical model of the induction motor, which takes into account the influence of magnetic cir-
cuit serration on the mutual inductance between the windings of stator and rotor when the latter is
turning. During the research a model of the induction motor, which takes into account the depend-
ence of mutual inductance between the windings of stator and rotor from rotor rotation angle, as
matrix differential equation in the form of Cauchy was developed. Determination of the matrix coef-
ficients of this equation assumes the calculation of mutual inductance of the stator windings and the
rotor as a function of the angle of rotation of the rotor. A method for determining the motor mutual
inductance depending on the angle of rotor rotation taking into account the magnetic circuit serra-
tion, was proposed. The induction of the resulting field in the slot is represented as a superposition
of inductions two fields: the odd field induction of the current slot and induction of an even field,
external to the slot. The following assumptions were taken: replacing annular air gap with flat, in-
finite magnetic permeability, the replacement of the current distribution in the slot with equivalent
slotted current. Total induction in the air gap at each time point is determined as the sum of stator
and rotor induction. Flux values of each stator (rotor) coil at each time are determined by integrat-
ing the induction in the air gap in the area of placement of each coil taking into account the core
length. Flux linkage of phase windings is determined by summing the flux linkage of the respective
coils. The model can be used in the study of high-frequency components of currents and voltages in
the power supply circuit of induction motors for diagnosing technical condition and indirect deter-
mination of the rotor speed.
Keywords: motor, magnetic circuit, model, inductance, slot.
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