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ОБ’ЄМНА СТРУКТУРА СТОВБУРІВ ЯЛИЦІ БІЛОЇ 
У МОДАЛЬНИХ ЛІСОВИХ НАСАДЖЕННЯХ УКРАЇНСЬКИХ КАРПАТ: 

ПОРІВНЯЛЬНИЙ АНАЛІЗ
Розглянуто історію розвитку та наведено класифікацію основних типів функцій твірної стовбура як 

однієї з сучасних методик, які використовуються для обчислення об’єму стовбура та дослідження його 
форми.

Для дослідження ялицевих деревостанів різного віку закладено 31 пробну площу в умовах вологого груду. 
За матеріалами обміру параметрів 9 модельних та 192 облікових дерев модальних ялицевих деревостанів 
Українських Карпат проаналізовано та порівняно точність різних способів визначення об’єму стовбура, 
які найчастіше застосовуються у лісовій таксації та результатів, отриманих шляхом використання 
функції Брінка-Ґадова. Досліджено залежність величини відхилень сімнадцяти способів визначення об’є-
му стовбура дерева від його таксаційних ознак.
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Вступ. Об’єктивна матеріальна оцінка деревних 
ресурсів неможлива без достовірного визначення 
об’єму стовбура дерева як однієї з основних скла-
дових частин дерева в цілому. Об’єм стовбура, як 
кількісна характеристика дерева, нерозривно пов’я-
заний з формою стовбура. Форма стовбура, окрім 
об’єму, є визначальною у дослідженні збігу, про-
дуктивності, а також таких якісних ознак дерева, як 
вихід ділових сортиментів. 

Ялицеві деревостани є невід’ємною складовою 
частиною Карпатських лісів. Тривалий час, незва-
жаючи на те, що вони займали третє місце серед 
лісових формацій, їхня роль недооцінювалась, що 
призвело до заміщення їх похідними деревостана-
ми. Проблеми, які постали перед лісовим госпо-
дарством Карпатського регіону, свідчать про не-
обхідність відновлення площ корінних ялицевих 
деревостанів. Використання та розвиток сучасних 
методик і підходів 

щодо визначення морфолого-таксаційних ознак 
деревостанів з переважанням ялиці білої у складі 
дасть змогу покращити ефективність та планування 
господарських заходів у цих лісостанах.

Методологічні передумови. Для спрощен-
ня визначення об’єму стовбура на початку ХХ ст.  
(М.М. Орлов, 1929) [11] почали розглядати його 
як тіло обертання, яке обмежене певною кривою 
(твірною стовбура). Знайшовши рівняння цієї кри-
вої, можна вирахувати об’єм стовбура. Звичайно, у 
природних умовах майже неможливо знайти такий 
стовбур, всі площі поперечних перерізів якого були 
б ідеально круглими, проте похибки при визначенні 
об’єму стовбура, який представлений як тіло обер-
тання, не перевищують допустимих значень [1].

Дослідження функцій твірної стовбура можна 
умовно поділити на чотири групи (С. Muhairve, 
1993) [31]:

1. Прості рівняння твірної, які дають змогу 
визначити діаметр стовбура на потрібній висоті від 
його основи до вершини. Одним з перших був A. 
Hojer (цит. за Behre C., 1923 [15]), який у 1903 р. 
розробив функцію для визначення діаметра стовбу-
ра на будь-якій висоті на основі замірів дерев яли-
ни, яка має такий вигляд:

,
,         (1)
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де d – діаметр без кори на висоті h від поверхні 
землі або на відстані x від вершини стовбура,  
D – діаметр на висоті грудей; C та a – константи; 
e – показник помилки.
Також до цієї групи можна віднести викори-

стання поліномів. Різні науковці використовували 
поліноми різних порядків, починаючи від другого і 
вище [2, 8, 14, 17, 24 та ін.]. 

Основною перевагою цього виду рівнянь є про-
стота їх розв’язку, недоліком – погано описують 
відземкову та верхівкову частини стовбура.

2. Сегментовані рівняння твірної виникли че-
рез те, що частина науковців була переконана у не-
можливості опису твірної стовбура однією функці-
єю, оскільки вона є надто складною кривою [1, 6, 
10, 12, 13]. Вирішенням цієї проблеми є умовний 
поділ стовбура на кілька конусоподібних тіл обер-
тання. Кількість частин стовбура переважно ста-
новила 3-4 шт. Так, відземкова частина стовбура 
прирівнювалася до зрізаного нейлоїда, центральна 
частина стовбура – до циліндра, приверхівкова – до 
зрізаного параболоїда ІІ порядку, а верхівка – до ко-
нуса.

У цьому випадку, для кожної ділянки деревного 
стовбура знаходять окрему функцію, що найкраще 
описує її твірну. З цією метою використано про-
сті або поліноміальні функції. Так, за даними Н.П. 
Анучіна [1], рівняння параболи третього порядку 
добре описують твірну стовбура на відрізку від 1/8 
до 3/4 його протяжності від поверхні землі. Для від-
земкової та верхівкової частин стовбура внаслідок 
більшої мінливості їх форми він пропонував вико-
ристовувати інші функції. 

Серед закордонних науковців, які працюва-
ли у цьому напрямі, доцільно відзначити роботи 
D. Ormerod [35, 36], T. Max & H. Burkhart [30], J. 
Demaerschalk & A. Kozak [20], Q. Cao et al [18], A. 
Clark [19], L. Jiang [22].

Недоліком цього способу є складність визначен-
ня з’єднувальних точок, де закінчується одна ча-
стина стовбура і починається наступна, внаслідок 
морфологічних особливостей кожного окремого 
стовбура.

3. Рівняння зі змінними показниками є модифі-
кацією простих рівнянь твірної [25, 26, 32, 33, 34, 
37]. У цьому випадку використовують одну функ-
цію зі змінними показниками для опису форми 
стовбура від основи до вершини. Використання цих 
функцій стало можливим лише з 1960-х з розвитком 
обчислювальної техніки, оскільки вони потребують 
значного обсягу розрахунків. Для прикладу, наведе-
мо функцію A. Kozak (2004), яка найчастіше згаду-
валася серед рівнянь цього типу:

,

,  (2)
де Х = (1 - z1/3)/(1 - p1/3); Q = 1 - z1/3; p = 1,3/Н; z = h/H; 

d – діаметр на певній висоті від землі h, см; D – 
діаметр на висоті грудей, см; H – загальна висота 
стовбура, м; b1… b9 – коефіцієнти рівняння.

Перевагою цього типу рівнянь є те, що для опи-
су всієї твірної стовбура використовують лише одну 
функцію, недоліком – значна кількість обчислень.

4. Інші типи рівнянь передбачають одночасне 
використання різних методик. Ця група є найнові-
шою у моделюванні твірної і сюди можна віднести 
сплайн-функції, використання декількох лінійних 
моделей, багатоваріантні статистичні методи, мо-
делі побудовані на основі функцій росту, непараме-
тричні моделі [16, 23, 27, 28, 29, 38]. Аналізуючи 
ці способи, треба зазначити, що вони дають досить 
достовірні результати, проте на сьогодні вони ще не 
набули широкого використання саме через склад-
ність підбору та узгодження різних методик.

Об’єкти та методика досліджень. Для дослі-
дження ялицевих деревостанів закладено 31 проб-
ну площу в умовах вологого груду. Пробні площі 
закладали у лісництвах державних підприємств 
“Міжгірське лісове господарство”, “Турківське лі-
сове господарство”, “Берегометське лісомисливське 
господарство”, “Брошнівське лісове господарство”, 
“Великоберезнянське лісове господарство” та у На-
ціональному природному парку “Сколівські Бески-
ди”. Дослідженнями були охоплені деревостани ві-
ком від 32 до 141 року. Загалом на пробних площах 
було зрубано та обміряно показники 9 модельних та 
192 облікових дерев ялиці білої.

Для замірів параметрів ростучих облікових де-
рев використано прилад Criterion RD 1000, який дає 
змогу визначати висоту та діаметр дерева на осно-
ві виміру вертикальних кутів за відомої відстані до 
дерева.

За отриманими даними різними способами вира-
хувано та порівняно об’єми стовбурів ялиці у корі. 
За контроль взято об’єм, визначений як сума об’ємів 
секцій, знайдених за формулою зрізаного конуса:

, ,        (3)
де h – висота зрізаного конуса, м; R, r – радіуси ос-

нов зрізаного конуса, см;
Також визначено об’єми за масовими таблицями, 

складеними для ялиці К.Є. Нікітіним, обчислено 
об’єми стовбурів за простими та складними стерео-
метричними формулами (Губера, Цвікі-Гаусса, Рік-
ке-Сімпсона, Смаліана), за основною таксаційною 
формулою шляхом використання видових чисел, 
знайдених за формулами Кунце, Шіффеля, Шусто-
ва, Третьякова, Стшелєцького, Козленка, Карпова, 
таблицями М.Є. Ткаченка.

З метою дослідження форми стовбурів ялиці 
білої та визначення їх об’єму використано модель 
Брінка-Ґадова [16], яку вдосконалив T. Рімер [21] і 
дала добрі результати при апробації для порід, що 
зростають на території України [4-6, 8]:

r(h) = u + v · e-ph - w · eqh,         (4)
де u = i/(1 - eq ·(1,3 - H)) + (r1,3 - i) · (1 - 1/(1 - eq · (1,3 - H)),
v = (r1,3 - i) · e

1,3 · p/(1 - ep ·(1,3 - H)), w = i · e-q · H/(1 - eq ·(1,3 - H)),
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де r(h) – радіус стовбура на висоті h (м) від землі, см;  
H – загальна висота стовбура, м; r1,3 – радіус стов-
бура на висоті 1,3 м, см; і – параметр загальної 
асимптоти; p – параметр нижньої частини стов-
бура; q – параметр верхньої частини стовбура;
Об’єм стовбура та його частин визначено як різ-

ницю об’ємів, знайдених до певних висот h1 та h2:

V(h1, h2) = F(h2) - F(h1),          (5)

при 
F(h) = π · (u2 · h - v2/2p · e-2ph + w2/ 2p · e2qh -

- 2u · v/p · e-ph - 2u · w/q · eqh + 2v · w/(p - q) · eh · (q - p))

Результати досліджень. Отримані за різними 
способами об’єми порівнювали з контролем і об-
числювали відхилення [3].

Порівняльний аналіз відхилень значень об’ємів 
від контролю (формула зрізаного конуса) дав такі 
результати (табл.).

Таблиця 
Порівняння об’ємів,  

знайдених за різними способами

№
 з/

п Спосіб визна-
чення об’єму

Відхилення, %
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1 2 3 4 5 6 7

1 Складна ф-ла 
Рікке-Сімпсона 3,36 -0,57 0,78 0,78 0,60

2 За твірною 
Брінка-Ґадова 5,17 -2,28 1,01 1,12 0,93

3 Складна ф-ла 
Губера 11,79 -0,07 2,92 2,92 1,65

4 Складна ф-ла 
Смаліана 0,85 -15,38 -3,51 3,52 2,14

5
ОТФ (f за 
ф-лою Ст-
шелєцького)*

16,13 -15,17 0,18 3,84 5,08

6 ОТФ (f за табл. 
Ткаченка М.Є.) 14,82 -5,38 2,88 3,87 4,05

7 ОТФ(f за ф-лою 
Кунце ) 13,44 -8,31 2,23 4,01 4,43

8 ОТФ (f за ф-лою 
Шіффеля) 14,99 -7,42 3,25 4,25 4,14

9 ОТФ (f за ф-лою 
Третякова) 16,49 -8,50 3,30 4,27 4,24

10 ОТФ (f за ф-лою 
Козленка) 15,92 -4,94 4,78 5,25 4,13

11 ОТФ (f за ф-лою 
Шустова) 20,42 -11,76 4,59 6,23 6,06

Продовж. табл.
1 2 3 4 5 6 7

12 Проста ф-ла 
Губера 20,98 -15,69 3,36 6,31 7,01

13 Проста ф-ла 
Цвікі-Гаусса 77,40 -12,83 7,87 8,12 10,79

14
За об’ємними 
таблицями Нікі-
тіна К.Є.

31,14 -22,14 6,51 10,35 11,05

15 ОТФ (f за 
ф-лою Карпова) 44,75 -7,39 18,30 18,55 10,11

16 Проста ф-ла 
Рікке-Сімпсона -0,80 -80,56 -27,50 27,50 14,42

17 Проста ф-ла 
Смаліана -4,71 -273,64 -89,58 89,58 46,78

Примітка. *Умовні позначення: ОТФ – основна 
таксаційна формула; f – видове число

З наведеної таблиці видно, що найменші від-
хилення дає складна формула Рікке-Сімпсона  
(ф-ла трьох перерізів), на другому місці знахо-
диться спосіб визначення об’єму за функцією 
Брінка-Ґадова, на третьому – за складною фор-
мулою Губера (серединного перерізу). Далі йде 
складна формула Смаліана, середину таблиці 
займають відхилення об’ємів, знайдених за ос-
новною таксаційною формулою. Найбільші від-
хилення спостерігаються при використанні про-
стих стереометричних формул, об’ємних таблиць 
та основної таксаційної формули з використан-
ням видового числа, визначеного за формулою  
Карпова.

Значні відхилення при використанні простих 
формул Рікке-Сімпсона та Смаліана пояснюються 
присутністю в них показника площі поперечного 
перерізу на нульовому зрізі. Збільшення прикорене-
вих напливів у відземковій частині стовбурів ялиці 
з віком призводить до значного завищення об’єму 
стовбура при використанні цих формул.

Наведені результати переконливо свідчать про 
те, що визначення об’ємів на основі використання 
твірної стовбура є одним з найточніших способів 
визначення об’єму стовбура окремого дерева. 

Величини відхилень від контролю залежно від 
величини об’єму стовбура для п’яти найточніших 
способів наведено на рис. 1. 

 

а) 
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б)

 

в)

 

г)

 

д) 
Рис. 1. Розподіл відхилень залежно від об’єму 

стовбура, знайденого за різними способами: 
а) складна ф-ла Рікке-Сімпсона; б) за твірною 

Брінка-Ґадова; в) складна ф-ла Губера; г) складна 
ф-ла Смаліана; д) ОТФ (f за ф-лою Стшелєцького)

За усередненою лінією можна простежити вза-
ємозв’язок між величинами відхилень та об’ємом 
стовбура дерев ялиці. Величина відхилень об’ємів, 
визначених за твірною та складною формулою Гу-
бера (б, в), практично не залежить від об’єму стов-
бура, ці способи дещо занижують об’єм стовбура 
порівняно із контролем. Також дає менші величини 
об’ємів і складна формула Рікке-Сімпсона (а), хоча 
вона характеризується найменшими значеннями 
відхилень, проте зі збільшенням розмірів стовбура 
прослідковується незначне збільшення середнього 
відхилення. Значення об’ємів, знайдених за склад-
ною формулою Смаліана (г), є переважно більшими 
за контроль, хоча зі збільшенням об’єму стовбура 
відхилення зменшується. Збільшення об’єму стов-

бура зумовлює збільшення середніх відхилень за 
ОТФ (f за ф-лою Стшелєцького) (д) та завищення 
об’єму.

Під час дослідження взаємозв’язку між величи-
ною відхилень за об’ємом, визначеним за різними 
способами, та іншими таксаційними показниками 
стовбура дерева виявлено чітку залежність їх від 
видових чисел (рис. 2).

 

а)

 

б)

 

в)
Рис. 2. Розподіл відхилень за об’ємом, знайде-

ним за різними способами, залежно від старого 
видового числа: 

а) ОТФ (f за ф-лою Стшелєцького); 
б) за об’ємними таблицями Нікітіна К.Є.; 

в) ОТФ (f за ф-лою Шустова)

На рис. 2 зображено три випадки, де найчіткіше 
видно як змінюється величина відхилень залеж-
но від старого видового числа. Видно, що викори-
стання цих способів визначення об’єму стовбура 
доцільне тільки при певних параметрах дерева. 
Застосовувати формули Стшелєцького та Шусто-
ва для визначення видових чисел при обчисленні 
об’єму стовбура за основною таксаційною форму-
лою доцільно тільки при значеннях видових чисел 
0,35-0,65 та 0,35-0,55 відповідно. Об’ємні таблиці  
К.Є. Нікітіна доцільно використовувати при значен-
нях видових чисел 0,4-0,52. У разі менших або біль-
ших значень видових чисел величини відхилень ся-
гають 10% і більше, що є малоприйнятним.
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Висновок. Використання способу визначення 
об’єму стовбура за твірною Брінка-Ґадова дає змо-
гу отримувати достовірні дані зі середнім відхи-
ленням ±1%. Хоча за цим способом ми отримуємо 
дещо занижені результати об’єму стовбура, проте 
вони практично не залежать від величини таксацій-
них ознак, тобто ми можемо використовувати цю 
модель під час дослідження деревостанів різного 
віку та повноти.
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М.П. Горошко, С.В. Портах

ОБЪЕМНАЯ СТРУКТУРА СТВОЛОВ ПИХТЫ 
БЕЛОЙ В МОДАЛЬНЫХ ЛЕСНЫХ 

НАСАЖДЕНИЯХ УКРАИНСКИХ КАРПАТ: 
СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ

Рассмотрена история развития и приведена клас-
сификация основных типов функций образующей 
ствола как одной из современных методик, которые 
используются для вычисления объема ствола и исс-
ледования его формы. 

Для исследования пихтовых древостоев разного 
возраста заложено 31 пробную площадь в условиях 
влажного груда. По материалам обмера параметров 9 
модельных и 192 учетных деревьев модальных пих-
товых древостоев Украинских Карпат проанализиро-
вана точность способов определения объема ствола 
дерева, которые чаще всего применяются в лесной так-
сации и результатов, полученных путем использования 
функции Бринка-Ґадова. Исследована зависимость ве-
личины отклонений семнадцати способов определения 
объема ствола дерева от его таксационных признаков. 

Ключевые слова: объем ствола, форма ствола, 
уравнение образующей ствола, величина отклоне-
ния, точность определения объема

M. Horoshko, S. Portakh

VOLUME STRUCTURE OF SILVER 
FIR TRUNKS IN MODAL FORESTS 

OF UKRAINIAN CARPATHIANS: 
COMPARATIVE ANALYSIS

Reliable ways of trunk volume calculations as 
one of the main components of a tree is the basis for 
an objective material estimation of wood resources. 
Currently there are developed and used a significant 
number of different methods. Application of simple and 
complex stereometric formulas, volume and assortment 
tables with different number of entrances and basic 
measurement formulas are worth mentioning among 
the most frequently used in the practice of forestry in 
Ukraine. Each of these methods is characterized by 
certain accuracy, has its advantages and disadvantages.

Besides the aforementioned methods of the trunk 
volume determination there are more modern methods, 
but in practical activity of forestry they are rarely 
used. Among them is the use of various functions that 
describe a stem taper. Development of methods in 
this area is being practiced for a long time (since the 
beginning of the twentieth century). And now a large 
number of ways of using a stem taper are developed, 
which are constantly improving and developing. 

Functions found by the simultaneous application of 
different techniques are under question among the most 
innovative ways of using of stem taper. Brink-Gadow 
function is one of them. The purpose of this work is 
to determine the accuracy of the calculation of trunks 
volume of silver fir trees with this function and compare 
it with other methods. 

Based on the analysis of the literature sources a 
history of taper functions development and classification 
of its main types are presented here as one of the 
modern methods of trunk volume calculation and its 
shape researching. 

There are 31 test plots were established in conditions 
of “wet grud” (P.S. Pohrebnyak classification) 
for investigation of fir stands with different ages. 
Information from measurement of parameters of 
9 model and 192 sample trees in modal fir stands of 
Ukrainian Carpathians was analyzed and the accuracy 
of different ways of the tree volume determination 
was compared with the results obtained after the 
Brink-Gadow function application. We investigated a 
dependence between the magnitudes of the deviations 
from seventeen methods and its other measurement 
features.

Key words: volume of a tree trunk, form of a tree 
trunk, taper function, magnitude of deviation, accuracy 
of volume calculation


