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A generalized symmetry reduction method is developed to 
construct new solutions of non-linear wave equations; 
namely, given a symmetry anzatz 1 2( ) ( , ,...,u f x   

1, ,..., ) ( )k k L g x    , the solution is constructed by using 
a new anzatz 1 2 1( ) ( , ,..., , ,..., ) ( )k k Lu f x g x        , 
where the variables 1,...,k L   are determined from the 
condition that the reduced equation corresponding to this 
anzatz coincides with the reduced equation corresponding to 
the symmetry anzatz. This provided a possibility to obtain 
essentially new exact solutions of non-linear wave 
equations, which cannot be obtained by using the classical 
S.Lie’s method or the conditional symmetry method. The 
obtained solutions can be used in applied research and 
provide an effective tool to verify mathematical models. 

ТОЧНІ РОЗВ’ЯЗКИ БАГАТОВИМІРНИХ НЕЛІНІЙНИХ 
ХВИЛЬОВИХ РІВНЯНЬ 

О.В. Островська, І.І. Юрик 
Національний університет харчових технологій 

Для побудови нових розв’язків нелінійних хвильових рівнянь у статті запропо-
новано метод узагальненої симетрійної редукції, тобто за наявності симет-
рійного анзацу 1 2 1( ) ( , ,..., , ,..., ) ( )k k Lu f x g x         розв’язки варто буду-
вати з допомогою нового анзацу 1 2 1( ) ( , ,..., , ,..., ) ( )k k Lu f x g x        , де 
змінні 1,...,k L   можна визначити з умови, що редуковане рівняння, яке 
відповідає цьому анзацу, збігається з редукованим рівнянням, що відповідає 
симетрійному абзацу. Це надало можливість одержати принципово нові точні 
розв’язки нелінійних хвильових рівнянь, які неможливо отримати з викорис-
танням класичного методу С. Лі або методу умовної симетрії. Одержані 
розв’язки можуть бути використані у прикладних дослідженнях і стати 
ефективним інструментом перевірки адекватності математичних моделей. 

Ключові слова: точні розв’язки, хвильові рівняння, симетрійна редукція, 
алгебра симетрії, редуковане рівняння. 
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Постановка проблеми. Одним з ефективних методів побудови розв’язків 
нелінійних рівнянь математичної фізики є метод симетрійної редукції рівня-
ння до рівнянь з меншим числом змінних, зокрема до звичайних диферен-
ціальних рівнянь [1—3]. Цей метод грунтується на дослідженні підгрупової 
структури групи інваріантності даного диференціального рівняння. Розв’язки, 
одержувані при цьому, є інваріантними відносно підгрупи групи інваріант-
ності рівняння. Слід відзначити, що інваріантність накладає дуже жорсткі 
умови на розв’язки, тому симетрійна редукція не дозволяє одержати достатньо 
широкі класи розв’язків. Розширити множину розв’язків можливо за реалізації 
ідеї умовної інваріантності диференціальних рівнянь [3—5]. Під умовною 
симетрією рівняння розуміють симетрію певної підмножини розв’язків. Для 
деяких важливих нелінійних рівнянь математичної фізики існують підмножини 
розв’язків, симетрія яких суттєво відрізняється від симетрії всієї множини 
розв’язків. Такі підмножини виділяють, як правило, з допомогою додаткових 
умов, які є диференціальними рівняннями в частинних похідних. Опис у 
явному вигляді цих додаткових умов є складною проблемою і, на жаль, 
ефективних методів її розв’язання не існує.  

Метою дослідження є отримання нових точних розв’язків багатомірних 
нелінійних хвильових диференційних рівнянь, які неможливо отримати з 
використанням класичного методу С. Лі або методу умовної симетрії.  

Виклад основного матеріалу. Нові класи розв’язків рівнянь Ліувілля, 
синус-Гордона і Ейконала побудовані на основі методу, запропонованого у 
[6, 7]. Суть методу полягає у виконанні таких дій: нехай маємо рівняння в 
частинних похідних: 

1 2
( , , ,..., ) 0

m
F x u u u  ;  (1) 

( )u u x , 0 1 1,( , ,... )n nx x x x R  , 

де 
m
u  — сукупність усіх похідних m -го порядку, і нехай рівняння (1) має

нетривіальну алгебру симетрії. Для побудови розв’язків рівняння (1) 
використаємо симетрійний (або умовно-симетрійний) анзац [3]. Припустимо, 
що він має такий вигляд: 

1 2( ) ( , ,..., ) ( )ku f x g x      , (2) 

де 1 1 0 1 0 1( , ,..., ),..., ( , ,..., )k k k kx x x x x x       — нові незалежні змінні. 
Анзац (2) виділяє з усієї множини розв’язків рівняння (1) підмножину .S  

Побудуємо (якщо це можливо) новий анзац: 

1 2 1( ) ( , ,..., , ,..., ) ( )k k Lu f x g x        , (3) 

який є узагальненням анзацу (2). Тут 1,...,k L   — нові змінні, які необхідно 
визначити. Змінні 1,...,k L   будемо визначати з такої умови: редуковане 
рівняння, яке відповідає анзацу (3), збігається з редукованим рівнянням, що 
відповідає анзацу (2). Анзац (3) виділяє підмножину S1 розв’язків рівняння 
(1), яке є розширенням підмножини S. Якщо відомі розв’язки підмножини S, 
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то можна побудувати і розв’язки підмножини S1. Ці розв’язки будуються в 
такий спосіб: нехай 1( , ,..., )tu u x C C  є багатопараметричною сім’єю розв’яз-
ків вигляду (2) рівняння (1), де 1,..., tC C  — довільні сталі. Більш загальну 
сім’ю розв’язків рівняння (1), можна одержати, якщо в розв’язку 

1( , ,..., )tu u x C C  сталі , 1,...,iC i t  вважати довільними гладкими функціями 
від 1,...,k L  . 

Розглянемо рівняння Ліувілля: 
exp 0.Wu u     (4) 

Рівняння (4) інваріантне відносно алгебри Пуанкаре (1, )AP n  з такими 
базисними елементами: 

0 0 0 ,a a a ab b a a bJ x x J x x        , 

0 0 , , , 1,2,...a aP P a b n     . 

Симетрійний анзац 1 1 3( ),u x      редукує рівняння (4) до рівняння 
2

12 exp ( )d
d

   


. 

Інтегруючи це рівняння, отримуємо, що   збігається з однією з таких 
функцій: 

 121
1 2ln  sec

2 2
CC C

               
, 1 2( 0, 0, )C C R    ; 

 
 

1 2 1 1

2 1 1

2  exp  
ln

 1-  exp  

C C C

C C

  
 

     

, 1 2( 0, 0)C C   ; 

2

1ln   
2

C
 

    
 

. 

Отже, отримаємо таку сім’ю розв’язків рівняння (4): 

 121
3 2

( )( ) ln  sec (
2 2

hhu x h
                 

, 1( ( ) 0, 0)h     ; 

    
    

1 2 1 3

2 1 3

2 ( )  exp  
 ln

 1-  exp  

h h h x
u

h h x

      
       

, 1 2( ( ) 0, 0)h h    ; 

2

3 ln    ( ) ,
2

u x h
 

     
 
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де 1 2( ), ( ), ( )h h h    — довільні, двічі диференційовні функції,   — 
довільний розв’язок системи:  

22 2

2 2 2
0 1

  ... 0 ,
   L nx x x

    
   

  
(5) 

2 22

0 1

     ...  0
   L nx x x

        
       

      
. 

Використовуючи, наприклад, розв’язок рівняння Ліувілля 

2 2 2
0 1

2( 2)  ln
 [ ... ]s

su
x x x




   
, 2s  , 

знаходимо широкий клас розв’язків цього рівняння 

2 2 2 2 2
0 1 1 1

2( 2)  ln
 [ ... ( ( )) ... ( ( )) ]L L L s s

su
x x x x h x h 




          
, 

де   — довільний розв’язок системи 
2

1 10, ( ) 0,s sW Ñ      1 0, 1,2,...,i s i s    , 

а 1( ),..., ( )L sh h    — довільні двічі диференційовні функції. Якщо 3s  , то 
рівняння (4) має в просторі 1,3R  таку сім’ю розв’язків: 

2 2 2 2
0 1 2 3 3

2  ln
 [ ( ( )) ]

u
x x x x h


     

. 

Для рівняння синус-Гордона sin 0.Wu u   
Аналогічним спосібом отримаємо такі розв’язки: 

0 3
1 0

14 ( ) (1 ) , 1, 1
2

xu arctgh e            ; 

3 1
12arccos[ ( ( ), )] (1 )
2

u dn x h m       ; 

3 1( ) 12arccos[C ( , )] (1 ) , 0 1,
2

x hu n m m
m
 

      

де 1( )h   — довільна, двічі диференційовна функція;   — довільний розв’я-
зок системи (5). 

Розглянемо рівняння Ейконала: 
2 22 2

1 1 2 3

        1. 
    
u u u u
x x x x

         
                  

(6) 

Симетрійний анзац 2 2 2 2
1 1 0 1 2 3( ),u x x x x         редукує рівняння (6) 

до такого рівняння: 
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2

1
1

 4   1 = 0
  

   
. (7) 

Узагальнений анзац шукатимемо у вигляді 1 2( , )u     . Цей анзац 
редукує рівняння (6) до такого рівняння: 

   
2 2

2
1 1 2 2

1 1 2

   4  + 2   +  = 1.
  

        
             

 (8) 

Накладемо на рівняння (8) умову, за якою воно збігатиметься з редуко-
ваним рівнянням (7). Очевидно, ця умова буде виконуватись, якщо на змінну 

2  накласти такі умови: 
2

2 1 1( ) 0, 0.      (9) 

Розв’язавши систему (9), знаходимо явний вигляд змінної 2 . Очевидно, 
що довільна функція від розв’язку (9) є знову розв’язком системи (9). 

Проінтегрувавши рівняння (7), знаходимо 
2 2 2 2 2

0 1 2 3( )u C x x x x     , 
де C — довільна стала. 

У результаті отримуємо більш загальну сім’ю розв’язків рівняння Ейко-
нала, якщо C вважати довільним розв’язком системи (9).  

Симетрійний анзац 1 2( , )u     , 2 2 2
1 0 1 2 2 3,x x x x       узагальнюється 

в такий спосіб: нехай 3  — довільний розв’язок системи рівнянь 
2 2 2

3 3 3

0 1 2

   0
   x x x

         
             

, 

3 3 3
0 1 2

0 1 2

  x  + x  + x 0.
 x  x  x
     


  

 

Тоді рівняння 1 2 3( , , )u       редукує рівняння  Ейконала до рівняння 
2 2

1
1 2

  4 1.
 

      
          

 (10) 

Рівняння (10) має такі розв’язки: 

 
2 21/22 2 21 1

0 1 2 3 2
1 1

1 1 
2 2

C Cx x x x C
C C
 

      ; 

   22 2 2 2
2 0 1 2 3 1 C x x x x C      , 

які легко знайти методом симетрійної редукції рівняння (10) до звичайних 
диференціальних рівнянь. Замінивши довільні сталі C1 і C2 довільними 
функціями 1 3( )h   і 2 3( )h  , одержимо більш широкі класи точних розв’язків 
рівняння Ейконала: 
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 
     

   
2 2

1/21 3 1 32 2 2
0 1 2 3 2 3

1 3 1 3

1 1
 ,

2 2
h h

u x x x x h
h h
   

     
 

     2 22 2 2
2 3 0 1 2 3 1 3 .u h x x x x h         

Рівняння Борна-Інфельда є диференціальним наслідком рівняння Ейко-
нала, що надає можливість побудувати також широкі класи точних розв’язків 
рівняння Борна-Інфельда. 

Розглянемо рівняння Еконала: 
2 22 2

0 1 2 3

    1.
    
u u u u
x x x x

         
                   

 (11) 

Симетрійний анзац 1( )u    , 1 3x   редукує рівняння (11) до рівняння 
2 1  . 

Редуковане рівняння має розв’язок 3 , 1x C       , C — довільна 
стала. Замінивши сталу C  довільною функцією 2( )h  , де 2  — розв’язок 
рівняння 

2 2 2

0 1 2

  0
   
u u u
x x x

       
             

, 

одержимо більш загальну сім’ю розв’язків рівняння (11): 

3 2( )u x h    . 

Висновки 
На основі узагальненої симетрійної редукції побудовано нові класи точних 

розв’язків рівнянь Ліувілля, синус-Гордона і Ейконала. Одержані розв’язки 
можуть бути використані у прикладних дослідженнях і стати ефективним 
інструментом перевірки адекватності математичних моделей. 
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ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ МНОГОМЕРНЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ВОЛНОВЫХ УРАВНЕНИЙ 

О.В. Островская, И.И. Юрик 
Национальный университет пищевых технологий 

Для построения новых решений нелинейных волновых уравнений в статье 
предложен метод обобщенной симметрийной редукции. то есть при наличии 
симетрийного анзаца 1 2 1( ) ( , ,..., , ,..., ) ( )k k Lu f x g x        решения 
строятся с помощью нового анзаца 1 2 1( ) ( , ,..., , ,..., ) ( )k k Lu f x g x        , 
где переменные 1,...,k L   определяются с условия, что редуцированное 
уравнение, которое соответствует этому анзацу, совпадает с редуци-
рованным уравнением, которое соответствует симетрийному анзацу. Это 
дало возможность получить принципиально новые точные решения нели-
нейных волновых уравнений, которые невозможно получить при использовании 
классического метода С. Ли или метода условной симметрии. Полученные 
решения могут быть использованы в прикладных исследованиях и стать эффек-
тивным инструментом проверки адекватности математических моделей. 

Ключевые слова: точные решения, волновые уравнения, симметрийная редук-
ция, алгебра симметрии, редуцированное уравнение. 




