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Розглянуто застосування диференціальних перетворень до розв’язку задач 

оптимізаціїбагатоетапного процесукерування літальним апаратом. Застосування 
математичного апарату диференціальних перетворень дає можливість моделювання 
процесів оптимального керуваннязкусочно-безперервними функціями, знаходити 
оптимальне керування без використання чисельних методів інтегрування 
диференціальних рівнянь, а також значно скорочувати об’єм обчислень в процесі 
отримання розв’язку в чисельному вигляді. 
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Рассмотрено применение дифференциальных преобразований к решению задач 

оптимизации многоэтапного процесса управления летательным аппаратом. 
Применение математического аппарата дифференциальных преобразований дает 
возможность моделирования процессов оптимального управления с кусочно-
непрерывными функциями, находить оптимальное управление без использования 
численных методов интегрирования дифференциальных уравнений, а также 
значительно сократить объем вычислений в процессе получения решения в численном 
виде. 
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Application of differential transformations for task solution of multistage process 

optimization of vehicle control is reviewed. Application of mathematical apparatus of 
differential transformation allows simulation of optimal control processes with piecewise 
continuous functions, to find the optimal control without using numerical methods of 
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integration of differential equation and also essentially reducing the calculation volume 
during solution obtaining in numerical view. 

Keywords: differentialtransformations, multistage optimization, terminal control, 
vehicles 

Введение 
Многие прикладные задачи в области управления летательными 

аппаратами (ЛА) являются задачами терминального управления, которые 
заключаются в приведении ЛА в конечное (терминальное) состояние с 
заданными значениями параметров движения и необходимой точностью. 
При этом, должны выполняться различные целевые ограничения, которые 
накладываются на параметры движения и управления.  К таким задачам 
относятся: выведение ракет-носителей с космическим аппаратом на 
заданную орбиту, посадка самолета в заданную точку взлетно-посадочной 
полосы, причаливание дирижабля к мачте и др.  

Задачи синтеза терминального управления обычно решаются с 
применением традиционных методов оптимизации [1-3]. Использование 
при оптимизации терминального управления необходимых условий 
оптимальности приводит к трудноразрешимой двухточечной краевой 
задачи, а воздействие параметрических возмущений и окружающей среды 
требуют непрерывной оптимизации траектории полета в реальном 
времени. При этом, недостаток применения известных методов 
оптимизации к решению задачи терминального управления связан с 
синтезом алгоритмов управления в виде функции времени и требует для 
своей реализации численного интегрирования дифференциальных 
уравнений движения ЛА, что сопряжено с необходимостью преодоления 
ряда математических и вычислительных трудностей.  

Математический аппарат дифференциальных преобразований 
функций и уравнений [4,5] не требует для своей реализации численного 
интегрирования дифференциальных уравнений движения динамического 
объекта, допускает аналитическое решение проблемы и позволяет 
существенно снизить объем вычислений, необходимый для построения 
оптимальных траекторий и моделирования оптимальных процессов 
управления. При этом, исходная математическая модель задачи в области 
изображений представляется в виде спектральной модели и задача синтеза 
алгоритма оптимального терминального управления сводится к решению 
системы нелинейных уравнений относительно его свободных параметров 
[6,7].  

Дискрето-аналитическое отображение задачи 
Рассмотрим дискрето-аналитическое отображение задачи управления 

ЛА, реализуемое на основе дифференциальных преобразований исходной 
математической модели задачи в спектральную модель.  
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Данные преобразования позволяют заменить функции )(tx  
непрерывного аргумента t  их моделями в виде дискретных функций )(kX  
целочисленного аргумента ...,2,1,0=k   согласно выражению: 

),()()(
!

)()(
0

0

kX
h
ttx

dt
txd

k
hkXtx

kk

ktt
k

kk

∑
∞=

==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⇔⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==                    (1)        

где )(tx  - непрерывная аналитическая функция вещественного аргумента; 
)(kX - дискретная функция целочисленного аргумента k , которая 

называется дифференциальным спектром функции )(tx  в точке 0tt = ; h  - 
масштабная постоянная, имеющая размерность аргумента t , ht ≤≤0 ; черта 
снизу – символ преобразования;  ⇔  символ соответствия между 
оригиналом )(tx  и его дифференциальным спектром  )(kX . 

Математические модели, полученные на основе дифференциальных 
преобразований (1) исходной математической модели, называются 
спектральными моделями.  

В общем виде математическая модель траекторного движения 
ЛАможет быть представлена векторным дифференциальным уравнением: 

),,,( uxtf
dt
dx

= 00 )( xtx = .(2) 

Здесь x - n -мерный вектор состояния; u - m -мерный вектор управления; 
f - непрерывная и непрерывно дифференцируемая по совокупности 

переменных uxt ,,  вектор-функция обобщенной силы; [ ]Ttt ,0∈ - текущее 
время, граничное значение которого T задано или неопределённо.  

В результате применения дифференциальных преобразований (1) 
исходная математическая модель (2) в области изображений 
представляется в форме спектральной модели следующего вида: 

[ ] .)(,)(),(,
1

)1( 00 XtXkUkXtf
k

hkX i =
+

=+                             (3)   

Спектральная модель (3) имеет вид рекуррентного выражения и 
позволяет по дифференциальному спектру управления )(kU  найти 
дифференциальный спектр )(kX .  

По спектральной модели (3) определяется конечный набор 
дифференциальных спектров вектора состояния ЛА. 

Применение дифференциальных преобразований позволяет 
исключить из дальнейшего рассмотрения математическую модель 
движения ЛА в форме векторного дифференциального уравнения (2) и 
заменить его спекральной моделью в виде рекуррентного выражения. 
Полученная спектральная модель имеет универсальный характер и может 
быть применена для решения задач управления различных типов ЛА. 
Отметим, что поскольку дифференциальные преобразования (1) являются 
точным операционным методом, то спектральная модель (3) не имеет 
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методических ошибок и потенциально позволяет получить точное решение 
векторного дифференциального уравнения (2).  

С использованием данного подхода составлена спектральная модель 
траекторного движения авиационно-космической системы на этапе ее 
выведения на орбиту [8] и спектральная модель движения 
аэростатического летательного аппарата [8,9].  На основе полученных 
спектральных моделей разработан метод синтеза [6,10] и синтезированы 
для данных типов летательных аппаратов алгоритмы терминального 
управления [8,11-13], предложены решения задачи многокритериальной 
оптимизации [14,15]   и синтеза гарантировано-адаптивных алгоритмов 
управления ЛА в условиях действия возмущений [16].  

Дальнейшее развитие данного направления нашло отражение в 
решении задач синтеза многоэтапного терминального и 
многокритериального управления ЛА [17-20]. 

Особенностью приведения многих ЛА в терминальные условия   
является многоэтапный (многорежимный) характер их движения, который 
характеризуется изменением параметров объекта (изменение массы ракет-
носителей в моменты разделения ступеней и сброса головного обтекателя), 
режима работы двигателей (посадка самолета в заданную точку взлетно-
посадочной полосы, взлет и причаливание дирижабля к мачте), а также 
системы управления (наведение ракет в заданную точку). Траектория 
движения таких ЛА состоит из нескольких временных участков (этапов), 
внутри которых переменные вектора состояния являются непрерывными, а 
на границах участков может происходить их прерывистое изменение, не 
выходя за пределы принятых ограничений. При этом, каждый этап 
описывается своей математической моделью в форме системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений, а момент окончания 
предыдущего этапа является моментом начала следующего этапа. Задан 
функционал как функция, зависящая от состояния процесса на последнем 
этапе в конечный момент времени, который необходимо минимизировать. 
Это позволяет сформировать задачу оптимизации многоэтапного процесса 
управления и приводит к необходимости построения кусочно-
непрерывного оптимального управления многоэтапным процессом.  

 
Постановка задачи синтеза многоэтапного оптимального 

управления 
В соответствии с моделью оптимизации многоэтапного процесса 

управления [20] весь многоэтапный процесс управления на отрезке [ ]Tt ,0  
разбивается на r  заданных временных интервалов (этапов). Полагаем, что 
внутри каждого временного интервала переменные вектора состояния 
являются непрерывными, а все возможные разрывы происходят на 
границах заданных временных интервалов: 



Вісник АМУ серія «Техніка»                                                             Випуск 2 (10) – 2015 

28 

 

,1−−= iii ttT ri ,1= , ∑
=

=
r

i
i TT

1
, 

где T - время управляемого процесса, которое в зависимости от постановки 
задачи может быть задано или не фиксировано.  

Предположим, что на каждом временном интервале движение объекта 
описывается векторным дифференциальным уравнением: 

),,,,( iiii
i vuxtf

dt
dx

= ,)( 0
1 iii xtx =− .,1 ri = (4) 

Здесь ix - n -мерный вектор состояния; iu - m -мерный вектор управления; 
iv - � - мерный вектор возмущений; if - непрерывная и непрерывно 

дифференцируемая по совокупности переменных iii vuxt ,,,  на каждом 
временном интервале вектор-функция обобщенной силы; )( 1−−∈ ii ttt - 
текущее время внутри i-ого интервала.  

Задача терминального управления заключается в переводе объекта из 
заданного начального состояния 

0
)( 0 ii xtx =  в конечное 

(терминальное) состояние )(Tx , определенное в момент времени Tt = q -
мерным )( nq ≤  векторным уравнением: 

[ ] 0),( =TTxS r . (5) 
Качество процесса выведения будем оценивать функционалом: 

[ ] ∑ ∫
=

Φ+=
r

i

T

t
iiiir dtvuxtTTxGI

1 0
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где заданные функции G  и iФ  имеют непрерывные частные производные 
по iii vux ,,  на каждом временном интервале. Предполагаем, что 
ограничения на векторы состояния и управления учитываются в процессе 
выбора вида функционала (6). 

В соответствии с принятой концепцией оптимизации многоэтапного 
управления сопряжение граничных и начальных условий этапов 
производим в форме заданных краевых условий: 

[ ] .,1,0;),(;),( 0
1

0
1 riTuTuxTx iiiiiiii ==ϕ ++ (7) 

Требуется синтезировать закон управления, оптимальный по 
заданному критерию (6) и обеспечивающий обратную связь вида ),( txuu = . 
Данное управление, используя в каждый текущий момент времени t
информацию о текущем состоянии )(tx обеспечивает приведение объекта из 
заданного начального состояния в конечное при воздействии возмущений. 

 
Численно-аналитический метод синтеза алгоритма многоэтапного 

терминального управления 
Синтез оптимального многоэтапного управления с обратной связью 

вида ),( txuu = выполним методом замыкания оптимального программного 
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управления )(tuu =  для произвольного текущего состояния объекта )(tx
[6]. Сначала рассмотрим невозмущенное движение объекта. Выберем 
внутри каждого этапа процесса управления программное управление в 
классе аналитических функций ),( ii Au τ , где )...,,( 21 niiii aaaA =  - вектор 
свободных параметров, τ  - локальный временной аргумент. 

 Дифференциальные преобразования (1) функции ),( ii Au τ определяют 
при iTh = и 0=τ  ее дифференциальный спектр в виде:  

0
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Векторное дифференциальное уравнение траекторного движения ЛА 
(4) на основе дифференциальных преобразований (1) в области 
изображений представим в рекуррентном виде [17]: 
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По данному рекуррентному выражению и дифференциальному 
спектру формируем дифференциальный спектр ),,( 0XAkX вектора 
состояния )(tx . 

Воспользуемся свойством дифференциальных преобразований, 
согласно которому алгебраическая сумма всех компонент (дискрет) 
дифференциального спектра любой аналитической функции в точке vtt =  
равна нулевой дискрете дифференциального спектра функции в точке 

htt vv +=+1  или значению оригинала функции в той же точке: 
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Из соотношения (10) при 1−= iv tt  и iTh =  находим вектор состояния в 
конце каждого i-ого временного участка процесса управления: 

∑
∞

=
==
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00 ,1),,,(),,(
k

iiiiiii riXAkXxATx .(11) 

Тогда уравнение конечного состояния (5) всего процесса управления с 
учетом выражения для сопряжения граничных и начальных участков 
процесса выведения (7), а также выражения для вектора состояния в конце 
каждого i-ого временного участка управления (11) преобразуется к виду: 

[ ] .0,...,, 21 =rAAAS (12) 
Данное граничное условие в неявной форме определяет q  компонент  

вектора свободных параметров iA , ri ,1=  для i-го временного интервала и 
qr  компонент для всего процесса управления в виде функций iT  и 0

ix
.Остальные qn −  компонентов векторов свободных параметров для i-го 
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временного интервала и rqn )( −  компонентов для всего процесса 
управления находятся из условий оптимальности функционала (6). 

 Дифференциальные преобразования (1) функционала (6) с учетом 
дифференциальных спектров (8) и (9) позволяют представить данный 
функционал в виде функции векторов свободных параметров iA : 

[ ] [ ]
∑ ∑
=
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= +
Φ

+=
r

i r

iiiiiii
irr k

AkUXAkXTTAAAGAAAI
1 0
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2121 1
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Из необходимых условий оптимальности функции ),...,,( 21 rAAAI
получим систему уравнений [20]:  

nqjri
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Полученная система нелинейных уравнений (12) и (14) совместно с 
терминальным условием в случае их совместимости, в неявной форме 
определяет все компоненты вектора свободных параметров управления 

)...,,,( 21 rAAAA =  как функции от вектора произвольного начального 
состояния )(

00 ii txx = . Таким образом, в неявной форме устанавливается 
нелинейная связь оптимального управления [ ]),(, 0xTAtu  с вектором 
начального состояния )( 00 txx i= , моментом времени 0t  и временем 
процесса выведения T . Это управление нельзя применять на всем 
интервале времениT  в случае действия возмущений на АКС. Управление 
[ ]),(, 0xTAtu  может быть использовано для управления только в 

начальный момент времени 0t . Таким образом, дифференциальные 
преобразования (1) позволяют получить в аналитической форме систему 
уравнений (12) и (14) для произвольных значений начального состояния 0x
, момента времени 0t  и интервала T . 

На втором этапе синтеза рассматривается возмущенное движение 
АКС, которое постоянно отклоняется от оптимальной программной 
траектории. В этом случае управление [ ]),(, xTAtu  вычисляется из системы 
уравнений (12) и (14) для текущих значений времени t  и состояния )(tx . 
Таким образом, непрерывное во времени решение системы уравнений (12) 
и (14) позволяет сформировать замкнутый закон терминального 
управления вида ),( xtuu = . Решение системы уравнений (12) и (14) для 
каждого текущего момента времени t  и состояния )(tx  динамического 
объекта, находящегося под действием возмущения, непрерывно дает 
управление ),( xtu , связывающее текущее состояние )(tx  динамического 
объекта с граничными (терминальными) условиями (5). В замкнутом 
контуре управление используется только текущее значение управления 
[ ]),(, xTAtu , которое в следующий момент времени пересчитывается по 
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системе уравнений (12) и (14). Этим обеспечивается “гибкая” адаптация 
оптимальной траектории движения АКС к действию заранее неизвестных 
возмущающих факторов )(tv . 

С использованием данного метода синтезированы алгоритм 
управления выведением многорежимной авиационно-космической 
системы на орбиту [21] и гарантовано-адаптивный алгоритм управления 
отклонением вектора тяги аэростатического летательного аппарата на 
этапе взлета [22]. 

Выводы. Применение дифференциальных преобразований  к 
решению задач оптимизации многоэтапного процесса управления 
летательным аппаратом позволяет упростить синтез замкнутых законов 
оптимального управления и свести данную проблему к решению конечной 
системы нелинейных уравнений без численного интегрирования 
дифференциальных уравнений движения объекта. 
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