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КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ  СТІЙКОСТІ СТЕРЖНЕВИХ КОНСТРУКЦІЙ 

 

Вступ. При роботі конструкцій різ-

ного призначення, зокрема, стержнів  у ре-

зультаті деформації може відбутися їх 

руйнування, яке викликано  втратою  стій-

кості, тобто втратою первісної форми. 

Втрата стійкості є найбільш складним ви-

дом руйнування конструкції. Для надійної 

роботи стержневої конструкції необхідно, 

щоб усі її елементи були стійкі: вони по-

винні при дії навантажень деформуватися 

в таких межах, щоб характер їх роботи за-

лишався незмінним. Тому є актуальним 

перевірка конструкції на стійкість [1,2].  

Постановка задачі . Математичне фо-

рмулювання стійкості стержня представ-

ляється наступною розрахунковою схе-

мою (рис. 1) і описується системою рів-

нянь 
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де R=EJ(x)  жорсткість балки, Р і у(х)≠0 

підлягають визначенню, тобто необхідно 

знайти стиснену силу Р на статично визна-

чену балку, яка викликає згин стержня.  

Рис. 1. Розрахункова схема для визна-

чення  стійкості стержня 

 

Відомо, що при будь-якому Р прогин 

у(х)=0 є розв’язком, величина Р, при якій 

прогин у(х) ≠0, носить назву критичної 

сили, а у(х)  є формою втрати стійкості. 

Для задачі (1) величина Р є власним зна-

ченням оператора крайової задачі, а у(х)  

власною функцією цього оператора. 

Аналітичний розв’язок даної задачі іс-

нує лише при R=const, в інших випадках 

задача розв’язується тільки чисельно, зок-

рема, методом кінцевих різниць.  

За алгоритмом використання методу 

кінцевих різниць необхідно розбити відрі-

зок (0, l) на n+1 частину (рис.2) з величи-

ною h=l/(n+1)  довжина відрізку розбиття 

(крок), де i=0,1,…n, n+1 номера точок роз-

биття балки довжиною l; хi   координата   

i-ї точки розбиття; уi= у(хi)  значення фу-

нкції в i-й точці, Ri= R(хi). 

 
Рис. 2. Схема методу кінцевих різниць 

 

Замінивши в формулі (1) другу похі-

дну у внутрішніх точках відрізку: 
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для граничних точок: 
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Для внутрішніх точок балки з ураху-

вання множника Rh2  і крайових умов (3) 
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для кожного рівняння (2) створюється од-

норідна лінійна система рівнянь з n неві-

домими: 
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Відомо, що ненульове рішення такої 

системи існує тільки для деяких значень 

Р=Рhp. 

В матричному представлені  така сис-

тема має вигляд 

Ay=PBy,                                             (5) 

де  
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Таким чином, задача зведена до визна-

чення власних чисел і векторів матриці А-1В. 

Тобто, кожне власне число Р задачі (5) є 

критичною силою, а відповідний власний 

вектор у  формою втрати стійкості.  

На практиці інтерес викликає мініма-

льна критична сила Рmin і відповідна їй фо-

рма втрати стійкості. Вона може бути 

знайдена, якщо помножити  матрицю (5) 

на 
1)1( AР , звідки  yyA 

~
, де 

PBAA 1  ,
~ 1    , minmin 1 P .  

Тобто для визначення мінімальної 

критичної сили достатньо обчислити мак-

симальне власне число матриці А
~

. Тоді 

алгоритм  має такий вигляд: 

1. задається 
)0(  довільний ненульовий 

вектор, 

2. обчислюються величини  
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Результати дослідження. Наведений 

алгоритм можна реалізувати в одному з 

програмних пакетів, наприклад, Excel [3, 

4], MathCad [5]. 

Для конкретних значень величин жор-

сткості і геометричних розмірів балки  

значення мінімальної критичної сили і фо-

рми втрати стійкості  з  використанням 

програмних пакетів EXCEL і MathCad по-

дані  на рис. 3, 4.  

В тому випадку, коли досліджується  

стійкість стержня довільної форми, вико-

ристання методу кінцевих різниць в паке-

тах  Excel,  MathCad викликає  певні труд-

нощі. В такому разі доцільно звертатися 

до існуючих спеціалізованих програмних 

комплексів [3-5], наприклад, ПК ЛІРА, що 

дозволяє автоматизувати обчислювальний 

процес, визначити критичну силу при різ-

них параметрах завантаження, закріп-

лення, розмірів і профілю конструкції.  

У ПК ЛІРА розрахунок на стійкість 

припускає при знайденій з лінійного роз-

рахунку розподіленій силі N визначити 

значення числового параметра 0  такого, 

щоб при силі (0* N) відбулася втрата стій-

кості [3-5]. 

У процесі розрахунку загальної стій-

кості ітераційним методом визначається 

значення  таке, при якому хоча б один 

елемент діагоналі матриці жорсткості 

приймає значення нуль. Якщо  1, то вва-

жається, що схема стійка в даному заван-

таженні або при даній комбінації наванта-

жень. 

У результаті обчислюються коефіціє-

нти запасу стійкості i,  форма втрати стій-

кості (рис.5,а), коефіцієнти вільної дов-

жини  для стержневих елементів (рис. 5, 

б), виходячи з загальної стійкості (рис. 5, 

в). Також ПК ЛІРА дає можливість візуа-

лізувати форму втрати стійкості (рис 7-9). 
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Рис. 3. Результат обчислення стійкості стержня в EXCEL 

 
Рис. 4. Результат обчислення стійкості 

стержня в MathCad 

 

 
Рис. 5. Дані про параметри стійкості 

а) 

б) 

в) 
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Наведемо результати дослідження 

стійкості конструкції, яка складається з 

арки і підкріплюючих стержнів (рис. 6). 

Розглядаються три типи завантаження – 

зосереджена сила однакової величини в 

центрі арки і на підкріплюючих стержнях 

(рис. 6, а); на підкріплюючих стержнях 

(рис. 6, б); в центрі арки (рис. 6, в). Конст-

рукція була шарнірно закріплена, профіль 

конструкції – кільце, матеріал конструкції 

– залізобетон [6, 7].  

На рис. 7-9 наведені форми втрати 

стійкості для конкретних геометричних і 

фізичних  параметрів в кожному заванта-

женні, представлені три форми втрати 

стійкості для кожного завантаження. 

 

             
а)        б)       в)  

Рис. 6. Види завантажень стержневої конструкції 

 
 

Рис. 7. Форми втрати стійкості у першому 

завантаженні 

 
 

Рис. 8. Форми втрати стійкості у другому 

завантаженні 
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Рис. 9. Форми втрати стійкості у третьому 

завантаженні 

 

В ПК ЛІРА одержані значення коефі-

цієнтів запасу стійкості для кожного зава-

нтаження (рис.10), коефіцієнти вільних 

довжин в кожній точці конструкції 

(рис.11), значення критичних сил (табл. 1).  

 
Рис. 10. Значення коефіцієнтів запасу 

стійкості  

Таблиця 1 – Значення критичних сил 

Сили 1 заванта-

ження 

2 заванта-

ження 

3 заванта-

ження 

Поздовжні 

сили N 

-7,99843 -4,4254 -5,4000 

Поперечні 

сили Qz 

-6,00224 -5,5574 -5,03577 

Згиналь-

ний мо-

мент My 

-15,4635 -22, 2288 -8,76143 

 

 
Рис. 11. Значення коефіцієнтів вільних 

довжин в кожній точці конструкції 

 

Висновки. З використанням ПК ЛІРА 

в автоматизованому режимі досліджу-

ється стійкість конструкцій довільної гео-

метричної форми для різних типів наван-

таження і фізичних параметрів. Обчислю-

ються коефіцієнти запасу стійкості, коефі-

цієнти вільних довжин в кожній точці кон-

струкції, значення критичних сил, виво-

дяться форми стійкості. Аналіз результа-

тів дозволяє на етапі обчислювального 

експерименту обрати необхідні для екс-

плуатації робочі параметри конструкції, 

не вдаючись до натурних експериментів, 

що суттєво впливає на час обґрунтування 

вибору її параметрів роботи.  
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ВЛИЯНИЕ ПАРАМЕТРОВ ОСАЖДЕНИЯ ВАКУУМНО-ДУГОВОГО  

НАНОКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО ПОКРЫТИЯ Ti-Mo-N НА НАНОТВЕРДОСТЬ И  

ИЗНОСОСТОЙКОСТЬ ПОРШНЕВЫХ КОЛЕЦ 
 

Введение 

Значительное место в производстве раз-

личного назначения деталей занимает изго-

товление поршневых колец, основной при-

чиной выхода из строя которых является из-

нашивание рабочих поверхностей. Поэтому 

большое внимание уделяется проблемам 

повышения износостойкости поверхностей 

пар трения поршневых колец. 

Создание в одном материале сочета-

ния высокой твердости с высокой пла-

стичностью практически невозможно в 

однокомпонентном или многокомпонент-

ном сплаве, но реально в гетерогенном 

сплаве. 

Актуальной представляется проблема 

разработки метода повышения износо-

стойкости поршневых колец. 

Анализ публикаций 

Как указано в работе [1], износостой-

кость металла определяется сочетанием 

структуры и ряда свойств, а именно высо-

кой твердости и пластичности при отсут-

ствии хрупкости, устойчивости механиче-

ских свойств в условиях работы на износ, 

высокой насыщенности и равномерности 

распределения легирующих элементов. 

В работе [2] установлено, что интен-

сивность протекания релаксационных 

процессов при трении существенно влияет 

на износостойкость. 

В последнее время для улучшения экс-

плуатационных характеристик материа-

лов широко применяется обработка по-

верхности высокоинтенсивными источни-

ками энергии, взаимодействие которых с 

материалами приводит к прохождению 

процессов, связанных с изменением струк-

туры. 

Прежде всего происходит изменение 

параметра кристаллической решетки, фор-

мируются дислокационные структуры, об-

разуются ультрадисперсные фазы. 

Результатом таких процессов является 

возникновение в поверхностных слоях ма-

териала остаточных внутренних напряже-

ний. Методам определения и изучения 

природы формирования остаточных 

напряжений в покрытиях, полученных при 

вакуумно-дуговом осаждении, посвящен 

ряд работ [3, 4]. 

Цель настоящей работы – исследова-

ние многослойного наноструктурного по-

крытия, наносимого на поверхность порш-

невых колец для повышения их износо-

стойкости. 

Материал и методика исследования 

Материалом, на который наносилось 

многослойное покрытие вакуумно-дуго-

вым методом, был серый чугун, широко 

применяемый в различных отраслях ма-

шиностроения. 

Как известно, серый чугун имеет хоро-

шие литейные и антифрикционные свой-

ства, не чувствителен к дефектам поверх-

ности, хорошо гасит вибрации. 

Химический состав серого чугуна при-

веден в табл. 1. 

 

Таблица 1 – Химический состав серого 

чугуна 

Содержание элементов, % 

C Si Mn Ni S P Fe 

3,49 2,49 0,56 0,08 0,06 0,11 осталь-

ное 


