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гражданские объекты, расположенные в город-

ской застройке. При этом неиспользуемые зе-

мельные участки в городах открывают резервы 

для их оживления. 
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ЗМІШАНА ЗАДАЧА ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ ДЛЯ ПІВПРОСТОРУ З  

ЦИЛІНДРИЧНИМИ ПОРОЖНИНАМИ ТА ДЕЯКИМИ КРАЙОВИМИ УМОВАМИ 

КОНТАКТНОГО ТИПУ 
 

Для півпростору з циліндричними порожнинами розраховано тривимірну задачу теорії пружності зі 

змішаними крайовими умовами. На межах одних циліндричних порожнин задані напруження, на межах 

інших порожнин переміщення, на межі півпростору задані нормальні переміщення та дотичні зусилля. 

За допомогою узагальненого методу Фур’є знайдено розв’язок системи рівнянь Ламе. Циліндричні по-

рожнини розглядаються в циліндричних координатах, півпростір в декартових координатах. Проблему 

зведено до нескінченої системи рівнянь, яка була усічена. В результаті розрахування системи рівнянь 

знайдені невідомі функції, за допомогою яких було отримано переміщення та напруження в пружному 

тілі. Числові результати наведено для випадку півпростору та двох циліндрів. Проведений аналіз на-

пруженого стану дає уявлення про вплив на нього граничних умов різного типу та розподіл напружень 

навколо порожнин при різних відстанях між границями тіла. 

Ключові слова: циліндричні порожнини в півпросторі, рівняння Ламе, узагальнений метод Фур’є, кра-

йові умови контактного типу. 
 

Вступ. При проектуванні конструкцій 

з круговими циліндричними порожнинами 

та різними крайовими умовами на їх межах, 

у тому числі крайових умов контактного 

типу, необхідно мати уявлення про виника-

ючий в тілі напружено – деформований 

стан. Таку інформацію можна отримати, 

розв’язавши відповідну задачу теорії пруж-

ності. В даній роботі запропоновано аналі-

тико – чисельний метод розв’язання задачі 

для півпростору з порожнинами паралель-

ними між собою і поверхнею півпростору, 

якщо на межі півпростору задані нормальні 

переміщення та дотичні зусилля, на межах 

одних циліндричних порожнин задані на-

пруження, на межах інших порожнин пере-

міщення.  
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В науковій літературі є наближені до 

цієї проблеми роботи.  

В [1-5] розглядається дифракція 

хвиль в просторі або в півпросторі з однією 

циліндричною порожниною. Ці роботи ба-

зуються на методі розділення змінних, ме-

тоді Фурьє, застосувується комформне пе-

ретворення та коллокаційна схема наймен-

шого квадрату. Однак ці методи дозволя-

ють розрахувати задачі фактично тільки в 

площині та для однієї циліндричної порож-

нини.  

Для розрахунку напружено – дефор-

мованого стану півпростору з циліндрич-

ними порожнинами в більшості наукових 

робіт застосовується метод кінцевих елеме-

нтів [6-7], що є наближеним методом роз-

рахунку та не враховує нескінчених гра-

ниць пружного тіла.  

Аналітичні методи задачі теорії пру-

жності для тіл, які обмежені канонічними 

поверхнями, вивчалися в роботах [8-11]. В 

цих роботах розв’язки отримані методом 

розділення змінних і методом Фур’є, але 

цей метод не дозволяє розв’язувати задачі 

для пружних тіл з декількома граничними 

поверхнями. Для таких задач необхідно ви-

користовувати узагальнений метод Фур’є 

[12], який і був покладений в основу під-

ходу до розв’язку розглянутої задачі в цій 

роботі.  

На основі узагальненого методу 

Фур’є також було розв’язано першу осно-

вну задачу теорії пружності для простору 

[13], першу основну задачу теорії пружно-

сті для трансверсально - ізотропних тіл, об-

межених координатними поверхнями в ци-

ліндричних і параболоїдних координатах 

[14 – 18], першу та другу основну задачу те-

орії пружності для півпростору з однією 

циліндричною порожниною [19 – 21], пе-

ршу та другу основну задачу теорії пруж-

ності для півпростору з декількома цилінд-

ричними порожнинами [22 – 23]. Але алго-

ритми розрахунку цих робіт не дозволяють 

розв’язати задачу зі змішаними умовами та 

умовами контактного типу.  

Задачу для простору з циліндричними 

порожнинами, на яких задані граничні 

умови контактного тупу [24] та змішану за-

дачу для простору [25], в якій на поверхні 

однієї з циліндричних порожнин прикла-

дені граничні умови контактного типу 

розв’язано також за допомогою метода 

Фур’є. Але ці алгоритми не дозволяють 

розв’язати задачу для півпростору. 

Метою цієї роботі є розрахунок змі-

шаної задачі для півпростору з циліндрич-

ними порожнинами, паралельними між со-

бою і межею півпростору, коли на межах 

одних циліндричних порожнин задані на-

пруження, на межах інших порожнин пере-

міщення, на межі півпростору задані умови 

контактного типу (радіальні переміщення 

та дотичні напруження). Необхідно прове-

сти аналіз напружено – деформованого 

стану півпростору при окремо «навантаже-

них» елементах (межі півпростору, або меж 

циліндрів), провести аналіз впливу на на-

пружений стан відстані між циліндрами та 

межею півпростору. 

Основний матеріал. Постановка за-

дачі. Маємо пружний однорідний півпрос-

тір, який будемо розглядати у декартовій 

системі координат (x, y, z). В цьому півпро-

сторі, у циліндричній системі координат (

zpp ,,
, де p – номер циліндра), розташо-

вано N кругових циліндричних порожнин. 

Циліндричні порожнини паралельні між 

собою і межею півпростору, яка однаково 

орієнтована та поєднана з системою коор-

динат циліндра з номером p=1 (рис.1). 

Межа півпростору розташована на ві-

дстані y=h, рівняння поверхні циліндрів 

p pR = , p = 1, 2, …, N. На межах одних по-

рожнин (їх кількість N1) задані напруження 

( ),qf x z , на межах інших порожнин (їх кі-

лькість N2) задані переміщення ( )0 ,pU x z , 

N1 + N2 = N. На межі півпростору задані 

умови контактного типу 
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Рис. 1. Півпростір із циліндричними порожни-

нами 
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де ( )zyxMd ,,= , ( )zM ppp ,,=  – точки 

простору, відповідно в декартовій системі 

координат та в циліндричній системі коор-

динат, пов’язаній з p – м циліндром;
( ) ( )3,2,1, =je
k

j


 – орти декартової (k=1) і 

циліндричної (k=2) систем координат;  – 

коефіцієнт Пуассона; ( )xIm , ( )xKm  – моди-

фіковані функції Бесселя; 

( )3,2,1,,
,,

=kSR
mkmk


 – відповідно вну-

трішні та зовнішні розв’язоки рівняння 

Ламе для циліндра; 
( ) ( )+−

kk uu


,  – розв’язки 

рівняння Ламе для півпростору. 

Розв’язок задачі представимо у ви-

гляді 
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 і 
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 базисні 

розв’язки, які задані формулами (2) і (3), а 

невідомі функції ( ),kH  і 
( ) ( )p

mkB ,  необхі-

дно знайти із крайових умов. 

Для переходу між системами коор-

динат (рис.1) скористаємось формулами:  
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- для переходу від координат циліндра з 

номером p до координат півпростору 

узагальнено формулу [19, ф-ла (4)] 
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= , , y > 0, 

,2,1,0 =m  ; 

- для переходу від координат півпростору 

до координат циліндра p узагальнено 

формулу [19, ф-ла (5)] 
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 – орти в циліндричній системі 

координат; 

- для переходу від координат циліндра p 

до координат циліндра 1 [12]  
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де 1p  – кут між віссю координат x1 та від-

різком p1 , ( ) ( )( ) ( )xKxsignxK m
m

m =
~

. 

Для виконання граничних умов на 

межі півпростору y=h, праву частину (4) за 

допомогою формул переходу (5) перепи-

шемо у декартовій системі координат через 

базисні розв’язки ( )−
ku


. Отриманий вектор 

прирівняємо (при y=h) заданому (1). Функ-

ції 
( )( ) ( )( ) ( )( )zxzxzxU

ddd
,,,,, 210  , та век-
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попередньо представимо подвійним інтег-

ралом Фур’є. В результаті з отриманих рів-

нянь знайдемо функції ( ),kH  через 

( ) ( )p
mkB ,

. 
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Користуючись формулами пере-

ходу, від декартової системи до циліндрич-

ної (6), а також від одного циліндра до ін-

шого (7), перепишемо (4) в координатах ци-

ліндра з номером p через базисні розв’язки 

mkmk SR ,, ,


. Якщо тепер знайти ( )zxU p ,0


 

(при заданих на межі циліндра переміщен-

нях) або ( )zxfq ,


 (при заданих на межі ци-

ліндра напруженнях) для правої частини рі-

вності (4) на поверхні кожної циліндричної 

порожнини і врахувати граничні умови (1), 

то отримаємо систему рівнянь для коефіці-

єнтів ( ) ( )p
mkB ,

, в яку входять  функції 

( ),kH , для кожної порожнини p. Авто-

рами було доведено, що визначник цієї си-

стеми не дорівнює нулю, більш того  
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Функції ( ),kH , виражені через
 

( ) ( )p
mkB ,

, підставимо у рівняння для виразів 

( ) ( )p
mkB ,

. В результаті отримаємо сукуп-

ність із 3N  нескінченних систем лінійних 

алгебраїчних рівнянь для визначення неві-

домих ( ) ( )p
mkB ,

. 

Для отриманих систем, використову-

ючи нерівність (8), доведено їх однозначну 

розв’язність. Більш того, ці системи можна 

вирішувати методом усічення і має місто 

збіжність наближених рішень до точного. 

Знайдені з нескінченної системи рівнянь 

функції 
( )( )p

msB ,  підставимо у вирази для 

( ),kH . Цим будуть визначені всі неві-

домі задачі. 

Числові результати для двох цилін-

дрів. Маємо дві паралельні циліндричні по-

рожнини у півпросторі, які розташовані на 

горизонтальній осі ( 0=qp ), радіусами 

.10смRR pq ==  (рис. 1). Півпростір – ізот-

ропний матеріал, коефіцієнт Пуассона 

35,0= , модуль пружності 
2/2 смкНE = .  

Було розраховано декілька варіантів 

задач з різними граничними умовами та рі-

зними геометричними характеристиками.  

Нескінченна система рівнянь була зведена 

до кінцевої по параметру m – порядок сис-

теми. Вплив значення параметра m дослі-

джено у [19]. Межі інтеграції для заданих 

граничних функцій були узяті від  -1 … 1. 

Обчислення інтегралів виконано за допо-

могою квадратурних формул Філона та 

Сімпсона. Точність виконання граничних 

умов при заданих геометричних парамет-

рах була доведена до 10-3 (за рахунок пара-

метру m). 

Варіант 1. На межі півпростору за-

дано умови контактного типу 
( ) 0=d
yU , 

0== yzyx . На межі циліндра q задано 

напруження ( )( ) ( )2224 1010, += −
 zzq
q , 

( ) ( ) 0== 
q
z

q , на межі циліндра p задані пе-

реміщення 
( )( ) ( )( ) ( )( ) 0,,, ===  zUzUzU p

p
zp

p
p

p .  

На рис.2 представлений графік нормальних 

напружень на прямій x=0 між циліндром q 

і межею півпростору, при геометричних па-

раметрах: на рис.2а межа півпростору роз-

ташована на відстані h = 40 см., циліндри 

на відстані 50qp см= ; на рис.2б межа пів-

простору розташована на відстані h = 20 

см., циліндри на відстані .30смqp =  

Найбільш напружений стан знахо-

диться на поверхні «навантаженого» цилін-

дра q та наближаючись до півпростору на-

пруження затухають. Зважаючи на те, що 

на межі півпростору задано 
( ) 0=d
yU , при 

h=40см, напруження 2/102,0 смКн=  

(рис 2а). Наближаючи граничні поверхні 
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одна до одній (рис.2б) напруження   та 

  зростає, а z  навпаки зменшується. 

а) 

б) 
Рис.2. Нормальні напруження в координатах 

циліндра q в площині z = 0 на прямій x=0 між 

циліндром q і межею півпростору: а – при 

h=40см., 50 .qp см= ; б – при h=20см., 30 .qp см=  

 

На рис.3 представлений графік нор-

мальних напружень на відрізку Oq Op між 

циліндрами, при геометричних парамет-

рах: на рис.3а межа півпростору розташо-

вана на відстані h = 40 см, циліндри на від-

стані 50qp см= ; на рис.3б межа півпрос-

тору розташована на відстані h = 20 см, ци-

ліндри на відстані .30смqp =  

На перешийку між циліндрами на-

пруження   майже не відрізняються від 

напруження   на перешийку між цилінд-

ром q та межею півпростору. Напруження 

  тепер мають на поверхні циліндра p 

стискаючі зусилля, напруження z  також 

не дорівнюють нулю та мають стискаючі 

зусилля (рис.3а). Якщо наблизити граничні 

поверхні одна до одній ( .30смqp = ), в 

цьому випадку на поверхні циліндра p всі 

нормальні напруження збільшуються 

(рис.3б). 

а) 

б) 
Рис.3. Нормальні напруження в координатах 

циліндра q в площині z = 0 на відрізку Oq Op між 

циліндрами: а – при h = 40 см., 50 .qp см= ; б – 

при h = 20 см., 30 .qp см=  

 

На рис.4 представлений графік нор-

мальних напружень на прямій px x=  між 

циліндром p і межею півпростору, при гео-

метричних параметрах: на рис.4а межа пів-

простору розташована на відстані h = 40 

см., циліндри на відстані 50 .qp см=  ; на 

рис.4б межа півпростору розташована на 

відстані h = 20 см., циліндри на відстані 

30 .qp см=  

На перешийку між циліндром p та ме-

жею півпростору максимальні напруження 

виникають на межі циліндра p, та наближа-
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ючись до півпростору напруження затуха-

ють. Наближаючи граничні поверхні одна 

до одній (рис. 4б) напруження   та   

зростає на всьому перешійку, а z  навпаки 

зменшується. 

а) 

б) 
Рис.4. Нормальні напруження в координатах 

циліндра p в площині z = 0 на прямій pxx =  

між циліндром p і межею півпростору: а – при 

h = 40 см., .50смqp = ; б – при h = 20 см., 

.30смqp =  

 

Варіант 2. На межі півпростору за-

дано умови контактного типу 
( ) 0=d
yU , 

0== yzyx . На межі циліндра q задано 

напруження ( ) ( ) ( ) 0=== 
q
z

qq , на межі 

циліндра p задані переміщення 

( )( ) ( )2224 1010, += −
 zzU p

p , 

( )( ) ( )( ) 0,, == zUzU p
p

zp
p .  

На рис. 5 представлений графік нор-

мальних напружень на прямій x=0 між ци-

ліндром q і межею півпростору, при геоме-

тричних параметрах: на рис. 5а межа півп-

ростору розташована на відстані h = 40 см, 

циліндри на відстані 50qp см= ; на рис. 5б 

межа півпростору розташована на відстані 

h= 20 см, циліндри на відстані .30смqp =  

На цьому перешийку напруження до-

статньо малі у зв’язку з тим, що «наванта-

женим» є інший циліндр. Найбільший 

вплив позначається на   (рис. 5а), яке є 

максимальним на циліндрі q та з наближен-

ням граничних поверхонь одна до одної 

зростає (рис. 5б). 

а) 

б) 
Рис. 5. Нормальні напруження в координатах 

циліндра q в площині z = 0 на прямій x=0 між 

циліндром q і межею півпростору: а – при h = 

40 см., .50смqp = ; б – при h = 20 см., .30смqp =  

 

На рис.6 представлений графік нор-

мальних напружень на відрізку Oq Op між 
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циліндрами, при геометричних парамет-

рах: на рис. 6а межа півпростору розташо-

вана на відстані h = 40 см, циліндри на від-

стані 50qp см= ; на рис.6б межа півпрос-

тору розташована на відстані h = 20 см, ци-

ліндри на відстані .30смqp =  

а) 

б) 
Рис.6. Нормальні напруження в координатах 

циліндра q в площині z = 0 на відрізку Oq Op між 

циліндрами: а – при h = 40 см, .50смqp = ; б – 

при h = 20 см, .30смqp =  

 

Найбільш напружений стан знахо-

диться на поверхні «навантаженого» цилін-

дра p. На поверхні циліндра 

  =- 0,271КН/см2,  =0,066КН/см2, 

z  = -0,071КН/см2. З наближенням гранич-

них поверхонь одна до одної (рис.6б) на-

пруження  = 0,097 КН/см2 (зростають), 

напруження  = -0,243 КН/см2, z = -0,051 

КН/см2 (зменшуються), що є наслідком на-

ближення незакріпленого циліндра.  

На рис. 7 представлений графік нор-

мальних напружень на прямій pxx =  між 

циліндром p і межею півпростору, при гео-

метричних параметрах: на рис. 7а межа пі-

впростору розташована на відстані h = 40 

см, циліндри на відстані 50qp см= ; на рис. 

7б межа півпростору розташована на відс-

тані h= 20 см, циліндри на відстані 

.30смqp =  

а) 

б) 
Рис.7. Нормальні напруження в координатах 

циліндра p в площині z = 0 на прямій pxx =  

між циліндром p і межею півпростору: а – 

при h = 40 см, .50смqp = ; б – при h = 20 см, 

.30смqp =  

 

Найбільш напружений стан знахо-

диться на поверхні «навантаженого» цилін-

дра p. На поверхні циліндра  = -0,226 

КН/см2,  = 0,064 КН/см2, z = -0,069 

КН/см2. З наближенням граничних повер-

хонь одна до одної (рис. 7б) напруження 
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z  = -0,094 КН/см2 (зростають), напру-

ження  = -0,195 КН/см2,  =0,054 

КН/см2 (зменшуються), що характеризує 

вплив граничних умов контактного типу на 

закріплений циліндр. На поверхні півпрос-

тору з наближенням граничних поверхонь 

напруження   зростають з  = -0,005 

КН/см2 до  = -0,055 КН/см2, напруження 

  зростають з  =0,003КН/см2 до  = 

0,031КН/см2, напруження z  зростають з 

z  =0,003 КН/см2 до z =0,009 КН/см2. 

 

Варіант 3. На межі півпростору за-

дано умови контактного типу 

( ) ( ) ( )( ) 







+−








+−= −− 22242224 102/101010 qp

d
y xzU  , 

яке, при h = 40 см., .50смqp =  візуально 

зображене на рис. 8, 0== yzyx . На межі 

циліндра q задано напруження 
( ) ( ) ( ) 0=== 

q
z

qq , на межі циліндра p за-

дані переміщення 
( )( ) ( )( ) ( )( ) 0,,, ===  zUzUzU p

p
zp

p
p

p . 

 
Рис.8. Функція нормального переміщення, що 

задана на поверхні півпростору 

 

На рис.9 представлений графік нор-

мальних напружень на прямій x=0 між ци-

ліндром q і межею півпростору, при геоме-

тричних параметрах: на рис.9а межа півп-

ростору розташована на відстані h = 40 см, 

циліндри на відстані .50смqp = ; на рис. 9б 

межа півпростору розташована на відстані 

h = 20 см, циліндри на відстані .30смqp =  

а) 

б) 
Рис.9. Нормальні напруження в координатах 

циліндра q в площині z = 0 на прямій x=0 між 

циліндром q і межею півпростору: а – при 

h=40см, .50смqp = ; б – при h = 20 см, 

.30смqp =  

 

На межі півпростору прикладені не-

нульові переміщення, але як видно з рис.8 

переміщення при x=0 на межі півпростору 

дуже малі, тому нормальні напруження на 

прямій x=0 мають не великі значення 

(рис. 9а). Посередині між циліндром q та 

межею півпростору має місто збільшення 

напруження   (рис. 9а) за рахунок сут-

тєво зростаючого переміщення з максиму-

мом в x=25см. З наближенням граничних 
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поверхонь одна до одної напруження   

та z  суттєво зростають (рис. 9б). 

На рис. 10 представлений графік нор-

мальних напружень на відрізку Oq Op між 

циліндрами, при геометричних парамет-

рах: на рис.10а межа півпростору розташо-

вана на відстані h = 40 см, циліндри на від-

стані .50смqp = ; на рис. 10б межа півпро-

стору розташована на відстані h = 20 см, ци-

ліндри на відстані .30смqp =  

а) 

б) 
Рис.10. Нормальні напруження в координатах 

циліндра q в площині z = 0 на відрізку Oq Op між 

циліндрами: а – при h = 40 см, .50смqp = ; б – 

при h = 20 см, .30смqp =  

 

На перешийку між циліндрами най-

більшими напруженнями є   (рис. 10а), з 

наближенням граничних поверхонь одна до 

одної   суттєво зростає. Особливо зріст 

  відчувається на циліндрі q, що є наслід-

ком відсутності його закріплення, на від-

міну від циліндра p. 

На рис. 11 представлений графік нор-

мальних напружень на прямій pxx =  між 

циліндром p і межею півпростору, при гео-

метричних параметрах: на рис. 11а межа пі-

впростору розташована на відстані h=40 

см, циліндри на відстані 50qp см= ; на рис. 

11б межа півпростору розташована на відс-

тані h = 20 см, циліндри на відстані 

.30смqp =  

а) 

б) 
Рис.11. Нормальні напруження в координатах 

циліндра p в площині z = 0 на прямій pxx =  

між циліндром p і межею півпростору: а – при 

h = 40 см, .50смqp = ; б – при h = 20 см, 

.30смqp =  

 

Напруження на перешийку між цилі-

ндром p та межею півпростору також ма-

ють не великі значення у зв’язку з віддале-
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ністю «навантаження». Найбільшим напру-

женням на циліндрі p є напруження  = -

0,0045 КН/см2, на межі півпростору  = 

0,0032 КН/см2 (рис. 11а). При наближенні 

граничних поверхонь одна до одної всі на-

пруження зростають (рис.11б), при цьому 

  стає стискаючим. 

 

Обговорення отриманих результа-

тів. На основі узагальненого методу Фур’є 

розроблений аналітико-чисельний алго-

ритм розрахунку просторової задачі теорії 

пружності. Алгоритм передбачає наступні 

граничні умови: на межі півпростору умови 

контактного типу у вигляді нормальних пе-

реміщень та дотичних напружень, на ме-

жах одних паралельних циліндричних по-

рожнинах – переміщення, на  межах інших 

паралельних циліндричних порожнинах – 

напруження. Розроблений алгоритм дозво-

ляє розраховувати задачі з подібними гра-

ничними умовами із наперед заданою точ-

ністю (в залежності від параметра m) та 

може використовуватись для проектування 

різного роду конструкцій.  

Числові дослідження алгебраїчної си-

стеми для півпростору і двох циліндрів да-

ють можливість стверджувати, що її 

розв’язок може бути з будь якою ступінню 

точності знайдено методом редукції. Це 

підтверджується високою точністю вико-

нання граничних умов. Для геометричних 

піраметрів розв’язаної задачі (R1/h=0,25; 

1 1 12/ 0( ) ,4R R+ = ) при m=8 граничні умови 

виконуються з точністю 10-3. При збіль-

шенні порядку системи m точність розраху-

нків буде збільшена. 

В порівнянні з роботами [1–11] запро-

понований алгоритм дає можливість отри-

мати точний розв’язок подібної задачі, а в 

порівнянні з [13–24] урахувати граничні 

умови контактного типу а також межу пів-

простору. 

Серед недоліків слід зазначити, що зі 

зменшенням відстані між границями тіла 

алгоритм стає менш ефективним, так як по-

требує збільшення порядку системи m і від-

повідно збільшення часу на обчислення ін-

тегралів матричних елементів. Також алго-

ритм не дає можливості розв’язати задачі, 

коли границі тіла дотикаються або перети-

наються. 

Висновки. Необхідний подальший 

розвиток дослідження з цього напрямку 

для роз’язання подібних задач з іншими не-

дослідженими крайовими умовами. Напри-

клад, періодичні функції або зосереджене 

навантаження за відсутністю алгоритмів з 

точними аналітичними методами зовсім не 

досліджені, але при проектуванні констру-

кцій зустрічається в розрахункових схемах. 
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Мирошников В.Ю., Олешкевич С.В., Савин 

А.Б., Медведева А.В. СМЕШАННАЯ ЗА-

ДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ ПОЛУ-

ПРОСТРАНСТВА С ЦИЛИНДРИЧЕ-

СКИМИ ПОЛОСТЯМИ И НЕКОТОРЫМИ 

ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ КОН-

ТАКТНОГО ТИПА. Для полупространства с 

цилиндрическими полостями приведено реше-

ние трехмерной задачи теории упругости со 

смешанными краевыми условиями. На грани-

цах одних цилиндрических полостей заданы 

напряжения, на границах других полостей пе-

ремещения, на границе полупространства за-

даны нормальные перемещения и касательные 

напряжения. С помощью обобщенного метода 

Фурье найдено решение системы уравнений 

Ламе. Цилиндрические полости рассматрива-

ются в цилиндрических координатах, полупро-

странство в декартовых координатах. Про-

блему сведено к бесконечной системе уравне-

ний, которая была усечена. В результате рас-

чета системы уравнений найдены неизвестные 

функции, с помощью которых были получены 

перемещения и напряжения в упругом теле. 

Числовые результаты приведены для случая 

полупространства и двух цилиндров. Прове-

денный анализ напряженного состояния дает 

представление о влиянии на него граничных 

условий разного типа и распределение напря-

жений вокруг полостей при различных рассто-

яниях между границами тела. 

Ключевые слова: цилиндрические полости в 

полупространстве, уравнения Ламе, обобщен-

ный метод Фурье, граничные условия контакт-

ного типа. 

 

Miroshnikov V.Yu, Oleshkevich S.V, Savin 

O.B., Medvedeva A.V. THE MIXED PROB-

LEM OF THE THEORY OF ELASTICITY 

FOR A HALF-SPACE WITH CYLINDRICAL 

CAVITIES AND CERTAIN BOUNDARY 

CONDITIONS OF CONTACT TYPE. For a 

half-space with cylindrical cavities, the solution of 

the three-dimensional problem of the theory of 

elasticity with mixed boundary conditions is given. 

On the boundaries of some cylindrical cavities 

voltages are given, at the boundaries of other dis-

placement cavities, normal displacements and tan-

gential stresses are specified at the boundary of the 

half-space. With the help of the generalized Fou-

rier method, a solution of the system of Lame equa-

tions is found. Cylindrical cavities are considered 

in cylindrical coordinates, half-space in Cartesian 

coordinates. The problem is reduced to an infinite 

system of equations, which was truncated. As a re-

sult of calculating the system of equations, un-

known functions were found, with the help of 

which the displacements and stresses in the elastic 

body were obtained. Numerical results are given 

for the case of a half-space and two cylinders. The 

analysis of the stressed state gives an idea of the 

influence of different types of boundary conditions 

on it and the distribution of stresses around the cav-

ities at various distances between the boundaries of 

the body. 

Keywords: cylindrical cavities in a half-space, 

Lame equations, generalized Fourier method, 

boundary conditions of contact type. 
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