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ЗМІШАНА ЗАДАЧА ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ ДЛЯ ШАРУ З ЦИЛІНДРИЧНИМ 

ВКЛЮЧЕННЯМ 
 

Розв’язана просторова задача теорії пружності для шару з нескінченним круглим циліндричним 

включенням. На верхній межі шару задані напруження, на нижній –  переміщення. Циліндричне 

пружне включення розташовано паралельно межам шару та жорстко з ним зчеплене. Рішення про-

сторової задачі отримано узагальненим методом Фур'є, стосовно системи рівнянь Ламе. До отрима-

них нескінчених систем лінійних алгебраїчних рівнянь застосовано метод редукції. В результаті ви-

значені переміщення і напруження в пружному тілі. Проведено аналіз напруженого стану шару при 

жорсткому закріпленні його нижньої межі та заданих дотичних навантаженнях на верхній межі.  

Ключові слова: композит, циліндричне включення в шарі, узагальнений метод Фур’є. 

 

Вступ. При проектуванні конструк-

цій та комунікацій з композиційного мате-

ріалу у вигляді  поздовжньо армованого 

шару, виникає необхідність визначення 

напруженого стану в проектованому пру-

жному тілі. Для досягнення цієї мети не-

обхідно мати метод розрахунку, який би 

дозволяв отримати результат з необхід-

ною точністю. 

Так для шару з повздовжньою цилі-

ндричною порожниною або включенням 

розглянуті стаціонарні задачі дифракції 

хвиль та визначення напружень на основі 

методу розкладання в ряди Фур’є [1–3]. 

Також для шару з циліндричною порож-

ниною або включенням, за допомогою ме-

тоду зображень, в роботі [4], розв’язана 

крайова задача дифракції симетричних 

нормальних хвиль повздовжнього зсуву. 

Але для задач в суттєво просторовому ви-

гляді ці методи не можуть бути застосо-

вані.  

В даній роботі розглядається аналі-

тико – числовий метод розв’язання прос-

торової задачі теорії пружності для шару 

на основі узагальненого методу Фур'є [5].  

На основі цього методу також 

розв’язані задачі для шару зі сферичною 

порожниною, який розтягується радіаль-

ними зусиллями на нескінченності [6], за-

дачі в напруженнях для простору або пів-

простору з циліндричними порожнинами 

[7–11], змішані задачі для простору або пі-

впростору з циліндричними порожнинами 

[12–14], в переміщеннях для шару з цилі-

ндричною порожниною [15], а також для 

циліндру з циліндричними включеннями 

[16].  

Постановка задачі. У пружному од-

норідному шарі розташоване повздовжнє 

циліндричне включення радіусом R з ма-

теріалу відмінного від матеріалу шару. 

Шар будемо розглядати в декартовій 

системі координат (x, y, z), включення бу-

демо розглядати в циліндричній системі 

координат (ρ, φ, z), поєднаної з системою 

координат шару. Межі шару розташовані 

на відстані y = h і y = –ℎ̃. 

Необхідно знайти розв’язок рів-

няння Ламе, за умови, що на верхній межі 

шару задані напруження 𝑭�⃗⃗� (𝒙, 𝒛)|𝒚=𝒉 =

�⃗⃗� 𝒉
𝟎(𝒙, 𝒛), на нижній межі шару перемі-

щення �⃗⃗� 𝟏(𝒙, 𝒛)|𝒚=−�̃� = �⃗⃗� �̃�
𝟎(𝒙, 𝒛), на межі 

включення та шару умови сполучення 

�⃗⃗� 1(𝜙, 𝑧)|𝜌=𝑅 = �⃗⃗� 2(𝜙, 𝑧)|𝜌=𝑅,  (1) 

𝐹�⃗⃗� 1(𝜙, 𝑧)|𝜌=𝑅 = 𝐹�⃗⃗� 2(𝜙, 𝑧)|𝜌=𝑅, (2) 

де �⃗⃗� 1 — переміщення в шарі; �⃗⃗� 2— пере-

міщення в циліндричному включенні; 

𝐹�⃗⃗� = 2 ⋅ 𝐺 ⋅ [
𝜎

1−2⋅𝜎
�⃗� ⋅ 𝑑𝑖𝑣 𝑈⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +

𝜕

𝜕𝑛
�⃗⃗� +

1

2
(�⃗� × 𝑟𝑜𝑡 𝑈⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )] ‒ оператор напруження; 

�⃗⃗� ℎ
0(𝑥, 𝑧) = 𝑈𝑥

(ℎ)𝑒 1 + 𝑈𝑦
(ℎ)𝑒 2 + 𝑈𝑧

(ℎ)𝑒 3 , 

�⃗⃗� 
ℎ̃
0(𝑥, 𝑧) = 𝑈𝑥

(ℎ̃)
𝑒 1 + 𝑈𝑦

(ℎ̃)
𝑒 2 + 𝑈𝑧

(ℎ̃)
𝑒 3,   (3)  

відомі функції, які будемо вважати шви-

дко спадними від начала координат по оси 

mailto:m0672628781@gmail.com
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z для цилиндру та по оси z і x для меж 

шару; 𝑒 𝑗, j = 1, 2, 3 – орти декартової сис-

теми координат. 

Метод розв’язання. Виберемо бази-

сні розв’язки рівняння Ламе для декарто-

вих і циліндричних систем координат у 

вигляді [5]: 

�⃗� 𝑘
±(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜇) = 𝑁𝑘

(𝑑)
𝑒𝑖(𝜆𝑧+𝜇𝑥)±𝛾𝑦; 

�⃗� 𝑘,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧; 𝜆) = 𝑁𝑘
(𝑝)

𝐼𝑚(𝜆𝜌)𝑒𝑖(𝜆𝑧+𝑚𝜙); 

𝑆 𝑘,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧; 𝜆) = 𝑁𝑘
(𝑝)

[(𝑠𝑖𝑔𝑛 𝜆)𝑚𝐾𝑚(|𝜆|𝜌)

⋅ 𝑒𝑖(𝜆𝑧+𝑚𝜙)]; 

𝑘 = 1,2,3;   (4) 

𝑁1
(𝑑)

=
1

𝜆
𝛻;  

𝑁2
(𝑑)

=
4

𝜆
(𝜎 − 1)𝑒 2

(1)
+

1

𝜆
𝛻(𝑦 ⋅); 

𝑁3
(𝑑)

=
𝑖

𝜆
𝑟𝑜𝑡(𝑒 3

(1)
⋅); 𝑁1

(𝑝)
=

1

𝜆
𝛻;  

𝑁2
(𝑝)

=
1

𝜆
[𝛻 (𝜌

𝜕

𝜕𝜌
) + 4(𝜎 − 1) (𝛻 − 𝑒 3

(2) 𝜕

𝜕𝑧
)]; 

𝑁3
(𝑝)

=
𝑖

𝜆
𝑟𝑜𝑡(𝑒 3

(2)
⋅);  

𝛾 = √𝜆2 + 𝜇2, − ∞ < 𝜆, 𝜇 < ∞, 

де  𝐼𝑚(𝑥), 𝐾𝑚(𝑥) – модифіковані функції 

Бесселя; �⃗� 𝑘,𝑚, 𝑆 𝑘,𝑚 – відповідно внутрі-

шні та зовнішні розв’язки рівняння Ламе 

для циліндра; �⃗� 𝑘
(−)

, �⃗� 𝑘
(+)

 – розв’язки рів-

няння Ламе для шару. 

Розв’язок задачі подамо у вигляді 

�⃗⃗� 1 = ∑ ∫ ∑
𝐵𝑘,𝑚(𝜆) ∙

⋅ 𝑆 𝑘,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧; 𝜆)𝑑𝜆 +

∞

𝑚=−∞

∞

−∞

3

𝑘=1

 

+∑ ∫ ∫ (𝐻𝑘(𝜆, 𝜇) ⋅
∞

−∞

∞

−∞

3
𝑘=1

�⃗� 𝑘
(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜇) + �̃�𝑘(𝜆, 𝜇) ⋅

�⃗� 𝑘
(−)(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜇)) 𝑑𝜇𝑑𝜆,       (5) 

�⃗⃗� 2 = ∑ ∫ ∑ 𝐴𝑘,𝑚(𝜆) ⋅∞
𝑚=−∞

∞

−∞

3
𝑘=1

�⃗� 𝑘,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧; 𝜆)𝑑𝜆,        (6) 

де 𝑆 𝑘,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧; 𝜆), �⃗� 𝑘,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧; 𝜆), 

�⃗� 𝑘
(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜇) и �⃗� 𝑘

(−)(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜇) – бази-

сні розв’язки, які задані формулами (4), а 

невідомі функції 𝐻𝑘(𝜆, 𝜇), �̃�𝑘(𝜆, 𝜇), 

𝐵𝑘,𝑚(𝜆), 𝐴𝑘,𝑚(𝜆) необхідно знайти з гра-

ничних умов (3) та умов сполучення (1) и 

(2). 

Для переходу між системами коор-

динат скористаємось формулами:  

- для переходу від розв’язків 𝑆 𝑘,𝑚 ци-

ліндричної системи координат до розв’яз-

ків шару �⃗� 𝑘
(−)

 (при y>0) и �⃗� 𝑘
(+)

 (при y<0) 

𝑆 𝑘,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧; 𝜆) =
(−𝑖)𝑚

2
∫ 𝜔∓

𝑚 ⋅ �⃗� 𝑘
(∓)

⋅
𝑑𝜇

𝛾

∞

−∞

 

𝑘 = 1, 3; 

𝑆 2,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧; 𝜆) =
(−𝑖)𝑚

2
∫ 𝜔∓

𝑚 ⋅ ((±𝑚 ⋅ 𝜇 −
∞

−∞

𝜆2

𝛾
) �⃗� 1

(∓)
− 𝜆2�⃗� 2

(∓)
±4𝜇(1 − 𝜎)�⃗� 3

(∓)
)

𝑑𝜇

𝛾2 ,         (7) 

где 𝛾 = √𝜆2 + 𝜇2, 𝜔∓(𝜆, 𝜇) =
𝜇∓𝛾

𝜆
, 𝑚 =

0,±1,±2,… ; 

- для переходу від розв’язків �⃗� 𝑘
(+)

 та 

�⃗� 𝑘
(−)

 шару до розв’язків �⃗� 𝑘,𝑚 циліндричної 

системи координат  

�⃗� 𝑘
(±)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ (𝑖 ⋅ 𝜔∓)𝑚�⃗� 𝑘,𝑚

∞

𝑚=−∞

,  

(𝑘 = 1, 3); 

�⃗� 2
(±)(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∑ [(𝑖 ⋅ 𝜔∓)𝑚 ⋅∞

𝑚=−∞

𝜆−2 ((𝑚 ⋅ 𝜇) ⋅ �⃗� 1,𝑚 ±𝛾 ⋅ �⃗� 2,𝑚 + 4𝜇(1 −

𝜎)�⃗� 3,𝑚)] ,                        (8) 

где �⃗� 𝑘,𝑚 = �⃗̃� 𝑘,𝑚(𝜌, 𝜆) ⋅ 𝑒𝑖(𝑚𝜙+𝜆𝑧); 

�⃗̃� 1,𝑛(𝜌, 𝜆) = 𝑒 𝜌 ⋅ 𝐼𝑛
′ (𝜆𝜌) + 𝑖 ⋅ 𝐼𝑛(𝜆𝜌) ⋅

(𝑒 𝜙
𝑛

𝜆𝜌
+ 𝑒 𝑧); 

�⃗̃� 2,𝑛(𝜌, 𝜆) = 𝑒 𝜌 ⋅ [(4𝜎 − 3) ⋅ 𝐼𝑛
′ (𝜆𝜌) +

𝜆𝜌𝑝𝐼𝑛
″(𝜆𝜌)] + 𝑒 𝜙𝑖 ⋅ 𝑚 (𝐼𝑛

′ (𝜆𝜌) +

4(𝜎−1)

𝜆𝜌
𝐼𝑛(𝜆𝜌)) + 𝑒 𝑧𝑖𝜆𝜌𝐼𝑛

′ (𝜆𝜌); �⃗̃� 3,𝑛(𝜌, 𝜆) =

− [𝑒 𝜌 ⋅ 𝐼𝑛(𝜆𝜌)
𝑛

𝜆𝜌
+ 𝑒 𝜙 ⋅ 𝑖 ⋅ 𝐼𝑛

′ (𝜆𝜌)]; 𝑒 𝜌, 𝑒 𝜙, 

𝑒 𝑧 – орти в циліндричній системі коорди-

нат; 

Для виконання граничних умов на 

межах шару, базисні розв’язки 𝑆 𝑘,𝑚 в (5), 

за допомогою формул переходу (7), пере-

пишемо в декартовій системі координат 

через базисні розв’язки �⃗� 𝑘
(−)

 при y=h и �⃗� 𝑘
(+)

 

при y=−ℎ̃. Отриманий вектор, при y=−ℎ̃, 

прирівняємо заданому �⃗⃗� 
ℎ̃
0(𝑥, 𝑧), а при y=h 

знайдемо напруження та прирівняємо 

𝐹 ℎ
0(𝑥, 𝑧). Вектори �⃗⃗� 

ℎ̃
0(𝑥, 𝑧) і 𝐹 ℎ

0(𝑥, 𝑧) зазда-

легідь подамо через подвійні інтеграли 

Фур’е.  

Система з шести рівнянь має визна-

чник [16] 
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4⋅𝑒−𝑥⋅𝛾2⋅(𝑒2𝑥−1)(𝑥2−�̄�2⋅𝑠ℎ
2 𝑥)

𝜆4 > 0, при x 

> 0, 

де 𝑥 = 𝛾(ℎ + ℎ̃), �̄� = 3 − 4𝜎. 

Із отриманої системи рівнянь знай-

демо функції𝐻𝑘(𝜆, 𝜇) і �̃�𝑘(𝜆, 𝜇) через 

𝐵𝑘,𝑚(𝜆). 

Враховуючи умови сполучення 

шару і включення, можемо записати три 

рівняння для переміщень (1). При цьому, 

записуючи вираз �⃗⃗� 1(𝜙, 𝑧)|𝜌=𝑅, необхідно 

скористатися формулами переходу від 

розв’язків �⃗� 𝑘
(+)(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜇) і 

�⃗� 𝑘
(−)(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜇) до розв’язків 

�⃗� 𝑘,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧; 𝜆) (8). Застосувавши до отри-

маного виразу оператор напруження мо-

жемо записати ще три рівняння для напру-

жень (2). 

Якщо з рівнянь (1) і (2) виключити 

знайдені раніше 𝐻𝑘(𝜆, 𝜇) и �̃�𝑘(𝜆, 𝜇) через 

𝐵𝑘,𝑚(𝜆), звільнитися від рядів за m і інтег-

ралів за λ, то отримаємо шість нескінче-

них систем лінійних алгебраїчних рівнянь 

другого роду для визначення невідомих 

𝐵𝑘,𝑚(𝜆) и 𝐴𝑘,𝑚(𝜆). 
Визначник цієї системи має громізд-

кий вигляд, внаслідок чого тут не предста-

влений. Вивчення визначника показало, 

що його значення не дорівнюють нулю. 

До отриманих нескінченних систем 

рівнянь будемо застосовувати метод зрі-

зань. 

Знайдені з нескінченної системи рів-

нянь коефіцієнти 𝐵𝑘,𝑚(𝜆) підставимо у ви-

рази 𝐻𝑘(𝜆, 𝜇) и �̃�𝑘(𝜆, 𝜇). Таким чином бу-

дуть знайдені всі невідомі виразів (5) и (6). 

Числові дослідження напруженого 

стану. На верхню межу шару, який ле-

жить на жорсткій основі, діє наванта-

ження від гальмуючого колеса автомо-

біля. Коефіцієнт Пуассона шару (бетон 

клусу В30) 1 = 0,18, модуль пружності 

E1=3,25·106 Н/см2, включення (арматура, 

сталь) 2 = 0,25, E2=2·107 Н/см2. Радіус ци-

ліндричного включення R=7мм. Товщина 

шару ℎ + ℎ̃=19см. Відстань від верхньої 

межі шару до центру циліндричного 

включення h=2см.  

Колесо шириною b=31,5 см. тисне 

довжиною a=10см. на шар, з розширенням 

прикладання навантаження в кожну сто-

рону c=0,5 см., загальною масою 4800 кг.  

Під час гальмування автомобіля на-

вантаження розкладується на вертикальне 

та горизонтальне. Необхідно проаналізу-

вати напружено-деформований стан шару 

та поперечної арматури від дії горизонта-

льної складової частини навантаження – 

дотичного зусилля, яке враховується з ко-

ефіцієнтом 0,7 від загальної маси.   

Для розв’язку задачі теорії пружно-

сті граничні умови мають наступний ви-

гляд: на нижній межі шару задані перемі-

щення 𝑈𝑥

(ℎ̃)
= 𝑈𝑦

(ℎ̃)
= 𝑈𝑧

(ℎ̃)
=  0; на верхній 

межі – напруження 𝜎𝑦
(ℎ) = 𝜏𝑦𝑧

(ℎ) = 0, 𝜏𝑦𝑥
(ℎ) =

−𝐹 ⋅ 𝜏1(𝑧) ⋅ 𝜏2(𝑥), де F=100 Н – розподі-

лене навантаження, 

𝜏1(𝑧) =

|

|𝑧| ≥ 𝑏/2 + с, 𝜏1(𝑧) = 0

𝑏/2 ≤ |𝑧| ≤ 𝑏/2 + с 𝜏1(𝑧) =
𝑏

2
+𝑐−|𝑧|

𝑐

|𝑧| ≤ 𝑏/2 𝜏1(𝑧) = 1

, 

𝜏2(𝑥) =

|

|𝑥| ≥ 𝑎/2 + с, 𝜏2(𝑥) = 0

𝑎/2 ≤ |𝑥| ≤ 𝑎/2 + с 𝜏2(𝑥) =
𝑎

2
+𝑐−|𝑥|

𝑐

|𝑥| ≤ 𝑎/2 𝜏2(𝑥) = 1

 , що 

графічно показано на рис.1 (розріз прове-

дено при z=0, тому вздовж осі z видно 

тільки половину навантаження). 

 
Рис. 1. Розрахункова схема шару з повздовж-

нім циліндричним включенням. 

 

Нескінчена система була зрізана – 

m=10. Обчислення інтегралів виконано 

квадратурними формулами Філона (для 

коливних функцій) і Сімпсона (для функ-

цій без коливань). Точність виконання 

граничних умов за вказаних значень гео-

метричних параметрів 10-3 для значінь, які 
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повинні бути нуль, або 0,1% для значінь 

відмінних від нуля. 

На рис.2 представлені напруження 

на межі сполучення шару та включення по 

куту ϕ, при z=0. На рис.2а відображені на-

пруження в тілі шару, на рис2б – в тілі 

включення. Зважаючи на те, що, з умов 

(2), напруження 𝜎𝜌 і 𝜏𝜌𝜙  на межі сполу-

чення (напруження в зчепленні) однакові 

для шару і включення, відображені вони 

тільки на рис.2а.  

Найбільші напруження на межі спо-

лучення в тілі шару – це дотичні 𝜏𝜌𝜙 та но-

рмальні 𝜎𝜌 (рис.2а, лінія 4 та лінія 1). Ма-

ксимальні дотичні 𝜏𝜌𝜙 виникають на-

впроти верхньої межі шару (ϕ=/2), мак-

симальні нормальні 𝜎𝜌 між осями Ox – Oy 

(при ϕ=/4, 3/4, 5/4, 7/4). 

 а  

б 

Рис. 2. Напруження на межі сполучення шару 

та включення в Н/cм2: а –в тілі шару; б –в тілі 

включення; 1 – 𝜎𝜌; 2 – 𝜎𝜙; 3 – 𝜎𝑧; 4 – 𝜏𝜌𝜙. 

 

На межі сполучення в тілі вклю-

чення найбільші напруження – це 𝜎𝜙 

(рис. 2б, лінія 3), які є максимальними між 

осями Ox – Oy (при ϕ=/4, 3/4). 

На рис.3 представлені напруження 

𝜏𝜌𝜙 на лінії між верхньою точкою вклю-

чення та верхньою межею шару вздовж 

осі y, при z=0.   

 

 
Рис. 3. Напруження 𝜏𝜌𝜙 на перешийку між 

включенням та верхньою межею шару в 

Н/cм2. 

 

Із рис.2 видно, що на поверхні шару 

(при y=2см.) напруження 𝜏𝜌𝜙 відповіда-

ють заданим 𝜏𝑦𝑥. Наближаючись до вклю-

чення напруження спочатку зменшу-

ються, а на поверхні включення (при 

y=0,7см.) зростають. Цей ефект має схо-

жість з результатами дослідження пере-

шийків в роботах [9, 14]. 

Напруження вздовж осі x, при z=0, 

представлені на рис.4. 

 а  

 б 

Рис. 4. Напруження на межах шару вздовж осі 

x в Н/cм2: а –на верхній межі шару; б – на ниж-

ній межі шару; 1 – 𝜎𝑥; 2 – 𝜎𝑧; 3 –𝜏𝑦𝑥; 4 –𝜎𝑦. 

 

На верхній межі шару (рис.4а) відо-

бражено задане дотичне напруження 𝜏𝑦𝑥 

(лінія 3). Напруження 𝜎𝑥 (лінія 1) та 

60
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напруження 𝜎𝑧 є максимальними в точках 

x = 5см. (де навантаження спадає). 

Щодо нижньої межі шару (рис.4б), 

напруження 𝜎𝑥, 𝜏𝑦𝑥 та 𝜎𝑦 – є також макси-

мальними в місці спаду навантаження. 

Вздовж осі z максимальні напру-

ження виникають тільки при z=0. При від-

даленні від початку координат по осі z – 

напруження спадають. Тому всі максима-

льні напруження представлені на рис. 2–4. 

Висновки. На основі узагальненого 

методу Фур'є запропонований метод роз-

рахунку третьої основної просторової за-

дачі теорії пружності для шару з поздовж-

нім круговим нескінченним циліндрич-

ним включенням. Задача зведена до не-

скінченної системи лінійних алгебраїчних 

рівнянь, що допускає застосування до неї 

методу редукції. Числові дослідження да-

ють підстави стверджувати, що її рішення 

може бути з будь-якою точністю знайдено 

запропонованим методом, що підтверджу-

ється високою точністю виконання грани-

чних умов. 

Метод розрахунку можна викорис-

товувати при проектуванні композитних 

матеріалів, розрахунковою схемою яких є 

армований шар із змішаними граничними 

умовами у вигляді переміщень на нижній 

межі шару та напружень на верхній. 

В числовому досліджені представле-

ний аналіз напруженого стану шару та 

включення від дотичних зусиль, які утво-

рені від гальмування автомобіля, визна-

чені напруження, що виникають в зчеп-

ленні арматури з бетоном. Аналіз напру-

женого стану показує, що найбільший 

вплив від заданого навантаження припа-

дає на ділянки розриву навантаження (на 

початку та на при кінці заданого дотич-

ного напруження) вздовж його осі, а пру-

жне включення (арматура) зазнає склад-

ного напруженого стану. 
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Мирошников В.Ю. СМЕШАННАЯ ЗА-

ДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ СЛОЯ 

С ЦИЛИНДРИЧЕСКИМ ВКЛЮЧЕ-

НИЕМ. Решена пространственная задача тео-

рии упругости для слоя с бесконечным круг-

лым цилиндрическим включением. На верх-

ней границе слоя заданы напряжения, на 

нижней - перемещения. Цилиндрическое 

упругое включение расположено параллельно 

границам слоя и жестко с ним сцеплено. Ре-

шение пространственной задачи получено 

обобщенным методом Фурье, относительно 

системы уравнений Ламе. К полученным бес-

конечным системам линейных алгебраиче-

ских уравнений применен метод редукции. В 

результате определены перемещения и напря-

жения в упругом теле. Проведен анализ 

напряженного состояния слоя при жестком за-

креплении его нижней границы и заданных 

касательных нагрузках на верхней границе. 

Ключевые слова: композит, цилиндрическое 

включение в слое, обобщенный метод Фурье. 

 

 

Miroshnikov V.Yu. A MIXED PROBLEM OF 

THE THEORY OF ELASTICITY FOR A 

CYLINDRICAL INCLUSION LAYER. The 

spatial problem of the theory of elasticity is 

solved for a layer with an infinite circular cylin-

drical inclusion. Stresses are set at the upper 

boundary of the layer, and displacements at the 

bottom. The cylindrical elastic inclusion is lo-

cated parallel to the boundaries of the layer and 

rigidly coupled with it. The solution of the spatial 

problem is obtained by the generalized Fourier 

method, with respect to the Lamé system of equa-

tions. The reduction method is applied to the ob-

tained infinite systems of linear algebraic equa-

tions. As a result, displacements and stresses in 

an elastic body are determined. The analysis of 

the stress state of a layer with rigid fixing of its 

lower boundary and given tangential loads at the 

upper boundary is carried out. 

Key words: composite, cylindrical inclusion in a 

layer, generalized Fourier method. 
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