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ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ЗАДАЧ  

В ОБЛАСТЯХ СЛОЖНОЙ ФОРМЫ 
 

Приводятся исследования температурных задач в областях сложной геометрической формы, кото-

рые основаны на совместном применении дифференциально - разностного подхода и метода R-

функций (RFM). Решения температурных задач представлены в аналитическом виде с возможно-

стью определения численных решений с привлечением современных методов.  

Ключевые слова: температурные задачи, моделирование, метод R-функций, разностные схемы, 

алгоритм, вычислительный эксперимент. 

 

Введение. В современном градосто-

ительстве получают широкое распростра-

нений новые геометрические образы зда-

ний и внутренних конструкций, которые 

представляются сложными неклассиче-

скими объектами, подлежащими всесто-

роннему исследованию [1–6]. Одним из 

таких направлений является моделирова-

ние и исследование температурных полей. 

Эта задача – один из наиболее важных 

факторов, влияющих на надежность и 

устойчивость работы конкретных элемен-

тов, так как изменение температуры вызы-

вает и изменение свойств различных мате-

риалов, входящих в состав общей кон-

струкции.   

Экспериментальные исследования 

температурных полей во многих случаях 

для конструктивных элементов неприем-

лемы из-за сложности их геометрических 

характеристик, внешних и внутренних 

температурных воздействий, или же физи-

ческие эксперименты являются доста-

точно дорогостоящими. В силу этого ак-

туальным является определение темпера-

турных полей конструктивных элементов 

аналитическими и численными методами.  

Решение теплофизической задачи 

позволяет получить достоверную и объек-

тивную информацию о распределении 

температуры внутри конструктивного 

элемента, заменить экспериментальную 

разработку режимов работы элементов 

расчетным проектированием, прогнозиро-

вать тепловые процессы, рассчитывать 

оптимальные режимы нагрева конструк-

ции. 

В задачах строительства предъявля-

ются повышенные требования к точности 

определения температурных полей иссле-

дуемых элементов и узлов, поэтому объ-

яснимо стремление создать универсаль-

ные подходы и высокоточные алгоритмы 

решения таких задач. 

Универсальные подходы предпола-

гают получения решения в аналитиче-

ском, графическом или численном виде 

[7– 17]. Промежуточными этапами опре-

деления решений являются численно-ана-

литические методы [6, 10, 11].  

Аналитические решения в виде фор-

мульных соотношений исследования той 

или иной задачи (а это технические, эко-

номические, социальные и др.), позво-

ляют, как правило, приводить решения 

для ограниченного класса задач. Если 

речь идет о получении результата в виде 

числа, то применяется численный анализ 

моделей – инструментарий исследования 

современных прикладных задач [12 –14]. 

Численно-аналитический подход, 

основанный на теории R - функций 

[15- 17], позволяет представлять решение 

в аналитическом виде для  произвольных 

геометрических объектов, находящихся 

под воздействиями различной физической 

природы, и привлекать современные чис-

ленные методы.  

Целью работы является развитие 

конструктивных средств теории R-функ-

ций для пространственных краевых задач 
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теплопроводности. В связи с этим задачей 

исследования является исследование ма-

тематических моделей теплопроводности, 

описываемых системами линейных диф-

ференциальных уравнений, разработка 

методики решения пространственных ста-

ционарных задач теплопроводности, ос-

нованная на совместном применении диф-

ференциально-разностного метода и тео-

рии R-функций.  

Анализ литературных источни-

ков. Основное дифференциальное урав-

нение в частных производных, описываю-

щих стационарное распространение тепла 

в трехмерном  анизотропном теле , огра-

ниченном кусочно-гладкой поверхностью 

S, с постоянными теплофизическими ха-

рактеристиками, имеет вид [7–9]  

𝑀𝑢 = −∑𝑎𝑙𝑙

3

𝑙=1

𝜕

𝜕𝑥𝑙
(
𝜕𝑢

𝜕𝑥1
) + 𝑎0𝑢 = 𝑓(𝑥), 

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝛺, 
𝑢(𝑥) ∈ 𝐻1(𝛺,𝑀) = {𝑢 ∈ 𝐻1(𝛺),𝑀𝑢(𝑥) ∈
𝐿2(𝛺)}, 𝑎0 > 0,   𝑓(𝑥) ∈ 𝐿

2(𝛺).                     (1) 

Помимо уравнения (1) на  поверхно-

сти S задаются граничные условия  

𝑢(𝑥)|𝑆 = 𝜓(𝑥),                               (2) 

𝑁𝑢 =∑𝑏𝑘𝑙
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑙
𝑐𝑜𝑠( 𝜈1, 𝑥𝑘) − 𝑏0𝑢 = 0

3

𝑘,𝑙

, 

𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑆,   S = ∪

𝑘=1
𝑟

𝑆𝑘, 

𝑏𝑘𝑙(𝑥), 𝑏0(𝑥) ∈ 𝐻
1
2⁄ (𝑆).                              (3) 

Соотношение (3) в общем случае не 

является однородным, но однородные гра-

ничные условия (3) можно получить с по-

мощью соответствующей замены.  

Заметим, что (3) является общим 

граничным условием, которое за счет вы-

бора коэффициентов 𝑏𝑘𝑙, 𝑏0 приводит к 

граничным условиям первого, второго и 

третьего типа; комбинируя на различных 

поверхностях Si граничные условия раз-

ных типов, приходим к смешанным гра-

ничным задачам.  

Точные аналитические решения дан-

ного класса задач построены для класси-

ческих областей, и поэтому большое зна-

чение имеет привлечение для исследова-

ния решений в областях произвольной 

формы приближенных численных мето-

дов [7-14]. 

Для исследования задач (1-3) наибо-

лее развиты подходы, основанные на ме-

тодах конечных разностей (МКР) и ме-

тода конечных элементов (МКЭ) [12-14] и 

др. 

Предметом исследования явля-

ется применение теория R-функций к изу-

чению математических моделей темпера-

турных задач. Приведем соответствую-

щие решения, названные структурными 

(GSS) [15–17].  

Структурные модели, построенные в 

функциональных пространствах, явля-

ются общими и служат основой для со-

ставления моделей исследования опреде-

ленного класса задач и используются для 

качественного анализа решений этого 

класса задач, т. е. для определения общих 

свойств решений [15]. Эти модели позво-

ляют учесть необходимые с физической 

точки зрения данные, содержащиеся в ма-

тематической постановке исходной за-

дачи, провести анализ и оптимизацию фи-

зико-механических систем по заранее за-

данному критерию оптимальности.  

Приведем основные моменты тео-

рии R-функций (RFM) [15], которая при-

внесла методы математической физики 

конструктивные элементы алгебры ло-

гики. Это в свою очередь позволило сфор-

мулировать понятие структуры решения 

(GSS) (т.е. формы, в которой отыскива-

ется решение) как функциональное соот-

ношение  

U=B(Ф), 

где U – решение задачи, В – известный 

оператор, учитывающий граничные усло-

вия краевой задачи, определяемый на 

множестве M, а элемент Ф выбирается так, 

чтобы наилучшим образом (в том или 

ином смысле) удовлетворить исходному 

уравнению.  

Основная идея построения структур-

ных формул, учитывающих граничные 

условия, состоит в разложении в ряд иско-

мого решения по степеням функции  или 

i, где , i – левые части нормализован-

ных уравнений границы области S () 

или их участков.  

Пусть граница  области  будет 

С - многообразием и описывается  

𝜔(𝑥) ∈ 𝐶∞(𝑅𝑛),   𝑥 ∈ 𝑅𝑛,    
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𝑥 = {𝑥1, 𝑥2, . . . . , 𝑥𝑛}, 
при этом  

𝜔(𝑥) > 0    для     𝑥 ∈ Ω, 
𝜔(𝑥) = 0    для     𝑥 ∈ ∂Ω, 
𝜔(𝑥) < 0    для     𝑥 ∉ Ω, 

𝜕𝜔(𝑥)

𝜕𝜈
|
𝜕𝛺
= 1,                                            (4) 

где  – внутренняя нормаль. Построение 

такой функции (х) осуществляется по 

методике [15] с использованием R – опе-

раций, это один из этапов нахождения ре-

шения исходной задачи.  

Приведем структурные формулы 

для основных краевых задач математиче-

ской физики (для уравнений 2-го порядка) 

[3, 9].  

Для задачи Дирихле, рассматривае-

мой в некоторой области  с границей Г,  

𝐴𝑢 = 𝑓(𝑥), 
𝑢|𝛤 = 𝜙(𝑥), 

где А – дифференциальный оператор эл-

липтического типа, f(х), (х) – известные 

функции, определяющие соответственно 

правую часть уравнения и граничные 

условия имеет вид, следующее соотноше-

ние при любом выборе ФС2() приводит 

к выражению  

 u =Ф +.                                               (5) 

Представляя неопределенную ком-

поненту Ф(х) разложением по функциям 

некоторой базисной системы {𝜒𝑖(𝑥)}𝑖=1
𝑛 , 

получаем аппроксимацию решения крае-

вой задачи Дирихле в виде  

𝛷(𝑥) =∑𝐶𝑖𝜒𝑖(𝑥),

𝑛

𝑖=1

 

𝑢(𝑥) =∑𝐶𝑖𝜙𝑖(𝑥) + 𝜙0(𝑥),

𝑛

𝑖=1

 

𝜙𝑖(𝑥) = 𝜔(𝑥)𝜒𝑖(𝑥), 
где Сi – неизвестные константы, которые 

определяются из условия минимума 

функционала вариационной задачи, экви-

валентной исходной краевой задаче 

[18, 19].  

Для задачи Неймана граничные 

условия имеют вид  
𝜕𝑢

𝜕𝜈
|
𝛤
= 𝑔(𝑥), 

где g(х) - заданная функция. 

Структурную формулу для задачи 

Неймана можно представить выражением 

𝑢 = 𝑃0(𝑥) − 𝜔𝐷1𝑃0(𝑥) + 𝜔
2𝑃1(𝑥) + 𝜔𝑔(𝑥).      (6) 

Нетрудно заметить, что приведен-

ные структуры решения краевых задач 

Дирихле и Неймана точно удовлетворяют 

граничным условиям независимо от вы-

бора функций Р0(х) и Р1(х).  

Приведем структурную формулу ре-

шения смешанной задачи математической 

физики, граничные условия для которой 

имеют вид  

𝑢|𝛤1 = 𝜙(𝑥),   (
𝜕𝑢

𝜕𝜈
+ ℎ0𝑢)|

𝛤2

= 𝑔(𝑥), 

где (х) и g(х) – заданные на границе 

функции, h0 –  известная функция, Г1 и Г2 

– участки границы области , уравнения 

для которых записываются функциями 1 

и 2 соответственно:  

𝑢 = 𝜔1𝑃0(𝑥) +
𝜔1𝜔2

𝜔1+𝜔2
[𝑔(𝑥) + 𝜔2𝑃2 −

𝐷1
(2)(𝜔1𝑃0(𝑥)) − 𝐷1

(2)
𝜙(𝑥) − ℎ0𝜔1 −

ℎ0𝜙(𝑥)] + 𝜙(𝑥),               (7) 

при этом 𝐷1
(2)
=

𝜕

𝜕𝑥1

𝜕𝜔2

𝜕𝑥1
+

𝜕

𝜕𝑥2

𝜕𝜔2

𝜕𝑥2
. 

В качестве функций 𝛷
→

 и Р могут вы-

бираться классические полиномы, поли-

номы с локальными носителями или спе-

циальные функции. 

Поэтому предлагается подход к ис-

следованию пространственных краевых 

задач теплопроводности в области  

(ограниченной (a1х1a2, b1х2b2, 

c1х3c2), который использует примене-

ние по одной из переменных дифференци-

ально-разностного подхода [9,12] и тео-

рии R-функций, и, в частности, когда по-

перечное сечение области  не является 

постоянным вдоль одной из переменных.  

Разобьем отрезок [c1, c2] изменения 

переменной x3 на n+1 произвольных ча-

стей плоскостями x3 = x3j (j = 1,2, ..., n) с 

шагом h j= x3 - x3j и выберем одну из раз-

ностных аппроксимаций для производных 

по переменной x3, например, в виде [9]  

𝜕2𝑢

𝜕𝑥3
2 =

1

ℎ𝑗
[
𝑢𝑗+1 − 𝑢𝑗

ℎ𝑗+1
−
𝑢𝑗 − 𝑢𝑗−1

ℎ𝑗
] , 

                       ℎ𝑗 =
ℎ𝑗+ℎ𝑗+1

2
.                         (8) 

В результате применения к уравне-

нию (1) и граничным условиям (2) раз-

ностной аппроксимации (8) понижается 
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размерность исходной краевой задачи и 

получается следующая система диффе-

ренциальных уравнений в частных произ-

водных  

𝑀𝑢𝑗 = −∑𝑎𝑙𝑙
𝜕

𝜕𝑥1
(
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥1
) + 𝑎 𝑢0 𝑗 +

2

𝑙=1

 

+𝐵𝑗𝑢𝑗+1 − 𝐴𝑗𝑢𝑗 + 𝐶𝑗𝑢𝑗−1 = 𝑓𝑗(𝑥), 

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝛺𝑗 ,   𝑢𝑗(𝑥1, 𝑥2) =

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3𝑗),   𝑗 = 1,2, . . . , 𝑛,               (9)  

𝑁𝑢𝑗 = ∑
𝑏𝑘𝑙

𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑙
𝑐𝑜𝑠( 𝜈1, 𝑥𝑘) −

−𝑏0𝑢𝑗 = 0

2
𝑘,𝑙 ,        (10) 

где 𝐵𝑗 =
𝑎33

ℎ𝑗+1ℎ𝑗
,   𝐴𝑗 = −

𝑎33

ℎ𝑗
(

1

ℎ𝑗+1
+
1

ℎ
) ,   

𝐶𝑗 = 𝑎33/ℎ𝑗ℎ𝑗 . 

Систему (9) – (10) можно привести к 

системе дифференциальных уравнений 

для n несвязанных между собой двумер-

ных задач [9], если введем n - мерные век-

торы U и f(x), а также матрицу n - го по-

рядка T 

𝑈 = ‖

𝑢1
𝑢2
…
𝑢𝑛

‖ ,    

𝑓(𝑥) = ‖

𝑓1(𝑥) + 𝐶1𝜓1(𝑥1, 𝑥2)
𝑓2(𝑥)
………………………… .
𝑓𝑛(𝑥) + 𝐵𝑛𝜓2(𝑥1, 𝑥2)

‖ ,      

𝑇𝑛 = ‖
‖

𝐴1 − 𝐵1. . . . . . . . . . . . . . . . . .0
−𝐶2𝐴2 − 𝐵2. . . . . . . . . . .0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
00 − 𝐶𝑛−1𝐴𝑛−1𝐵𝑛−1. . . .0
0. . . . . . . . . . . . . . . . . .0 − 𝐶𝑛𝐴𝑛

‖
‖ ..  (11) 

При этом матрица Tn является якоби-

евой матрицей простой структуры, не 

имеет кратных корней и ее можно пред-

ставить в виде  

𝑇𝑛 = 𝑅𝑛
−1𝛬𝑛𝑅𝑛, 

где 𝛬𝑛 = {𝜆1, 𝜆2, . . . 𝜆𝑛} - диагональная 

матрица n - го порядка, элементами кото-

рой являются собственные значения мат-

рицы Tn.  

Задача на определение собственных 

значений матрицы Tn эквивалентна следу-

ющей разностной краевой задаче типа 

Штурма-Лиувилля   

𝑟𝑗+1 − 𝑟𝑗 (1 −
ℎ𝑗+1

ℎ𝑗
) + 𝑟𝑗−1

ℎ𝑗+1

ℎ𝑗
+ 𝜆ℎ𝑗ℎ𝑗+1𝑟𝑗

= 0, 

 𝑟0 = 𝑟𝑛+1 = 0,    (𝑗 = 1,2, . . . 𝑛),               (12) 

которая записывается системой разност-

ных уравнений 

{
 
 

 
 
(𝐴1 − 𝜆)𝑟1 − 𝐵1𝑟2 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
−𝐶𝑗𝑟𝑗−1 + (𝐴𝑗 − 𝜆)𝑟𝑗 − 𝐵𝑗𝑟𝑗+1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
−𝐶𝑛𝑟𝑛−1 + (𝐴𝑛 − 𝜆)𝑟𝑛 = 0.

      (13) 

Характеристический многочлен в 

(13) раскрывается по следующим рекур-

рентным формулам  

𝐷0(𝜆) = 1, 
𝐷1(𝜆) = 𝐴1 − 𝜆, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , 
𝐷𝑗(𝜆) = (𝐴1 − 𝜆)𝐷𝑗−1(𝜆) − 𝐵𝑗−1𝐶𝑗𝐷𝑗−2(𝜆), 

(𝑗 = 1,2, . . . 𝑛).                                         (14) 

Корни алгебраического уравнения 

(14) 𝐷𝑛(𝜆) и являются собственными чис-

лами матрицы Tn. Преобразующая мат-

рица 𝑅𝑛
−1 может быть составлена из ли-

нейно- независимых собственных векто-

ров rjs, соответствующих различным соб-

ственным значениям j.  

Явная формула собственных векто-

ров имеет вид   

𝑟𝑗𝑠 = 𝐵1
−1𝐵2

−1. . . 𝐵𝑗−1
−1 𝐷𝑗−1(𝜆𝑠), 

(𝑗, 𝑠 = 1,2, . . . , 𝑛). 
Пусть U= Rnu, F(x1,x2 )= Rnf, тогда, 

учитывая соотношения (11) – (14), прихо-

дим к n не связанным между собой дву-

мерным краевым задачам  

𝑀𝑈𝑗 = −∑ 𝑎𝑙𝑙
𝜕

𝜕𝑥𝑙
(
𝜕𝑈

𝜕𝑥𝑙
)2

𝑖=1 + (𝑎0 + 𝜆𝑗)𝑈𝑗 = 𝐹𝑗 , (15)  

𝑁𝑈𝑗|𝑆 = 0, 

𝑈𝑗 ∈ 𝐻
1(𝛺𝑗 , 𝑀) = {

𝑈𝑗|𝑈𝑗 ∈ 𝐻
1(𝛺𝑗),

𝑀𝑈 ∈ 𝐿2(𝛺𝑗)
}.  (16) 

Перейдем к вопросу решения задачи 

(15) – (16) для каждого значения на каж-

дом шаге j.  

Рассмотрим случай, когда для за-

дачи (15) – (16) выполнены условия при-

менимости вариационного принципа [19]. 

Тогда задача (15) – (16) эквивалентна сле-

дующей вариационной задаче  

𝑈𝑗
∗ ∈ 𝑊(𝛺𝑗), 

𝑊(𝛺𝑗) = {𝑈𝑗|𝑈𝑗 ∈ 𝐻
1(𝛺𝑗 , 𝑀),𝑁𝑈𝑗|𝑆 = 0} , 

𝐼(𝑈𝑗
∗) = 𝑚𝑖𝑛 𝐼 (𝑈𝑗),                                     (17) 

где H1(j,M) – область определения за-

дачи (15) – (16), 𝑈𝑗
∗ – элемент, минимизи-

рующий функционал I(Uj). При довольно 
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общих предположениях относительно 

краевой задачи (15) –(16) элемент Uj ока-

зывается близким к 𝑈𝑗
∗ в метрике 

H1(j,M).  

Для нахождения элемента Ujn, кото-

рый аппроксимирует элемент 𝑈𝑗
∗ миними-

зирующего функционал I(Uj), заменим 

бесконечномерную вариационную задачу 

(17) приближенной конечномерной зада-

чей.  

Эффективными методами такой за-

мены являются методы Ритца, Бубнова-

Галеркина и др.  

Аппроксимирующий элемент Ujn 

представляется формулой  

𝑈𝑗𝑛(𝑥1, 𝑥2) = ∑ 𝐶𝑖𝜙𝑖(𝑥1, 𝑥2),
𝑛
𝑖=1     (18) 

где {𝜙𝑖(𝑥1, 𝑥2)}1
𝑛 – координатная последо-

вательность, которая предполагается из-

вестной, она строится с помощью струк-

турного метода, основой которого явля-

ется метод R-функций [15], Ci – неизвест-

ные, определяемые из условий минимума 

функционала (17).  

Структурный метод дает функцио-

нальное представление координатных 

функций (18), удовлетворяющих гранич-

ным условиям (16), в виде  

𝜙𝑖(𝑥1, 𝑥2) = 𝜇0𝜒𝑖 + ∑ 𝜇𝑘𝐺𝑘(𝜇0𝜒𝑘),
𝑟
𝑘=1   (19) 

где 0, k - функциональные коэффици-

енты, построенные с помощью нормали-

зованных функций =(x) в виде единого 

аналитического выражения уравнения 

участков Sk граничного контура S.  

Это дифференциальное представле-

ние дает возможность [15]:  

– учитывать на аналитическом уровне 

геометрию области ;  

– учитывать на участках ее границы Sk 

граничные условия (16);  

– позволяет учесть (за счет  произвола в 

выборе функций i) имеющуюся 

априорную информацию о точном ре-

шении задачи;  

– позволяет приблизиться к точному ре-

шению UT в метрике соответствую-

щего функционального пространства  

‖𝑈𝑗𝑛 − 𝑈𝑇‖ < 𝜀. 

Таким образом, если получено реше-

ние задачи (15)-(16), то решение исходной 

задачи (1) – (3) на каждом j шаге 

изменения переменной x3 может быть 

представлено в виде  

𝑢𝑗(𝑥1, 𝑥2) = ∑𝑈𝑘(𝑥1, 𝑥2)𝐵1
−1

𝑛

𝑘=1

𝐵2
−1… 

…𝐵𝑗−1
−1 𝐷𝑗−1(𝜆𝑘).                                   (20) 

Результаты исследования. Рас-

смотрим пространственную стационар-

ную задачу теплопроводности для приз-

матического тела 𝛺   (0 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑎1,    
0 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑎2,   0 ≤ 𝑥3 ≤ 𝑎3, ограниченного 

плоскостями x3 =0, x =с3 (рис. 1) (все пере-

менные безразмерны):  

𝛥𝑇(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =
𝜕2𝑇

𝜕𝑥1
2 +

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
2 +

𝜕2𝑇

𝜕𝑥3
2 = 0, 

𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝛺,                                  (21) 

на границе S заданы следующие гранич-

ные условия  

𝑇|𝑆 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),                          (22) 

где T(х1 ,х2,х3) - искомая температура, 

f(x1, x2, x3) - заданная функция,  

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1
2 − 𝑥2

2)/2 + 𝑥3
2. 

 
 а)    б) 

Рис. 1. Геометрическое представление объ-

екта исследования 

Сопоставим краевой задаче (21)-(22) 

вариационную задачу [19] о нахождении 

минимума функционала  

𝐼 = ∫ (𝛻𝑇)2𝑑𝛺.
𝛺

                                  (23) 

Приближенное решение задачи (23) 

представляется соотношением в виде 

структурной формулы (GSS)  

𝑇(𝑥) = 𝑇0 + ∑ 𝐶𝑖𝑗𝜒𝑖𝑗(𝑥),
𝑛
𝑖,𝑗               (24) 

где 𝜒𝑖𝑗(𝑥) = 𝜔(𝑥)𝜙𝑖𝑗(𝑥)–  система коор-

динатных функций, 

𝜔(𝑥) = [(𝑎1
2 − 𝑥1

2)/2𝑎1]&[(𝑎2
2 − 𝑥2

2)/
2𝑎2]&[(𝑎3

2 − 𝑥3
2)/2𝑎3] – уравнение гра-

ничной поверхности S области , символ 

& – R-конъюнкция [15–16], 𝜙𝑖𝑗(𝑥) – поли-

номы (классические или с локальными но-

сителями), Cij – неопределенные коэффи-

циенты, находящиеся из условий мини-

мума функционала (23), 
𝑇0(𝑥) = (𝑓1𝜔2𝜔3 + 𝑓2𝜔1𝜔3 + 

х 
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+𝑓3𝜔2𝜔1)/(𝜔2𝜔3 + 𝜔2𝜔3 +𝜔2𝜔3), 

𝑓1 =
𝑎1
2 + 𝑥2

2

2
− 𝑥2

2,   

  𝑓2 =
𝑎2
2 + 𝑥2

2

2
− 𝑥3

2,         𝑓3 =
𝑥1
2 + 𝑥2

2

2
− 1, 

𝜔1 = (𝑎1
2  − 𝑥1

2),    
    ω2 = (𝑎2

2  − 𝑥2
2),             ω3 = (𝑎3

2  − 𝑥3
2). 

Результаты решения задачи (21)-(23) 

приведены в табл. 1. В верхней строке – 

точное решение [9] 

𝑇точн =
𝑥1
2 + 𝑥2

2

2
− 𝑥3

2, 

во второй и третьей строках – значения 

температур в плоскости x3 = 0, при n=4 и 

n=10 соответственно.  

 
Таблица 1 – Значение функции T(x1, x2, x3) в не-

которых точках области  для плоскости 

х3=0 
х2 

х1 -0.9 -0.4 0.1 0.6 

-0.9 

0.810000 

0.795500 

0.779681 

0.485000 

0.472322 

0.479102 

0.410000 

0.399194 

0.408816 

0.585000 

0.570109 

0.575791 

-0.4 

0.485000 

0.472322 

0.479102 

0.160000 

0.149948 

0.154903 

0.085000 

0.079373 

0.086178 

0.260000 

0.245287 

0.255433 

0.1 

0.410000 

0.399194 

0.408816 

0.085000 

0.079373 

0.086178 

0.010000 

0.009591 

0.009739 

0.185000 

0.174219 

0.184921 

0.6 

0.585000 

0.570109 

0.575791 

0.260000 

0.245287 

0.255433 

0.185000 

0.174219 

0.184921 

0.360000 

0.321291 

0.359315 

Большое количество задач тепло-

проводности для более сложных ограни-

ченных пространственных областей со 

сложными граничными воздействиями 

приведены в работах [15–17,20].  

Выводы. Разработан подход к реше-

нию пространственных задач теплопро-

водности в областях сложной геометриче-

ской формы, основанный на совместном 

применении теории R-функций и диффе-

ренциально-разностного метода. 

Дифференциально-разностный ме-

тод в сочетании с теорией R-функций рас-

ширяет сферу исследования пространст-

венных задач эллиптического типа для не-

классических тел, если их граничные по-

верхности не параллельны координатным 

плоскостям.  

Решения получены в виде ряда, ко-

торый представляется функциональными 

соотношениями, состоящими из 

элементарных функций или суперпозиции 

элементарных и специальных функций. 

При этом учитываются на аналитическом 

уровне граничные условия исходной за-

дачи и геометрия области исследования, 

описанная в виде аналитического пред-

ставления. Последнее позволяет провести 

обширный вычислительный эксперимент 

для любой области, если  заменить об-

ласть исследования иным аналитическим 

выражением, не изменяя алгоритма  

Рассмотренный подход исследова-

ния пространственных задач позволили 

разработать алгоритмы и вычислительные 

схемы, с помощью которых были созданы 

компьютерные модели задач для тел про-

извольной формы без ограничений на 

типы граничных условий.  

Приведены численные результаты, 

полученные вышеупомянутым подходом. 

Достоверность численных результатов 

проверялась исследованиями сходимости 

решений.  

Данный подход может быть исполь-

зован как первый этап для изучения тер-

монапряженного состояния конструктив-

ных элементов неклассической геометри-

ческой формы [21]. 
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Сизова Н.Д. ЧИСЕЛЬНО-АНАЛІТИЧНІ 

РІШЕННЯ ТЕМПЕРАТУРНИХ ЗАДАЧ В 

ОБЛАСТЯХ СКЛАДНОЇ ФОРМИ. Наво-

дяться дослідження температурних задач в 

областях складної геометричної форми, які за-

сновані на спільному застосуванні дифферен-

ціально-різницевого підходу й методу R-Фун-

кцій (RFM). Рішення температурних задач 

представлені в аналітичному виді з можливі-

стю визначення чисельних рішень із залучен-

ням сучасних методів.  

Ключові слова: температурні задачі, моде-

лювання,  метод R-Функцій,  різницеві схеми, 

алгоритм, обчислювальний експеримент. 

 

Sizovа N.D. NUMERICAL-ANALYTICAL 

SOLUTIONS OF TEMPERATURE 

PROBLEMS IN THE AREAS OF 

COMPLEX FORM. Investigations of tempera-

ture problems in the fields of difficult geometric 

form, which are based on common usage of dif-

ferential approach and R-function method (RFM) 

are given. Solutions of temperature problems are 

presented in analytical form with possibility of 

determination of numerical solutions with usage 

of modern methods.  

Keyword: temperature problems, modelling, R-

function method, difference schemes, algorithm, 

computational experiment. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


