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ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ КОМПОЗИТА В ВИДЕ СЛОЯ 

И ПОЛУПРОСТРАНСТВА С ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОЛОСТЬЮ,  

ПРИ ЗАДАННЫХ НА ГРАНИЧНЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ ПЕРЕМЕЩЕНИЯХ 
 

Решена пространственная задача теории упругости для полупространства, жестко сцепленного с упругим 

слоем. Полупространство имеет бесконечную круговую цилиндрическую полость, параллельную его поверх-

ности. Слой и полупространство – однородные изотропные материалы, отличные друг от друга. На полости 

и на верхней границе слоя заданы перемещения. Для решения пространственной задачи теории упругости 

использован обобщенный метод Фурье относительно системы уравнений Ламе. В результате удовлетворения 

граничным условиям и условиям сопряжения слоя и полупространства, получены бесконечные системы ли-

нейных алгебраических уравнений, которые решены методом редукции. В результате были найдены переме-

щения и напряжения в различных точках упругого тела. Проведен численный анализ напряженно - деформи-

рованного состояния слоя и полупространства.  

Ключевые слова: цилиндрическая полость в полупространстве, композит, уравнение Ламе, условия сопря-

жения, обобщенный метод Фурье. 

 

Введение. При проектировании 

строительных конструкций, подземных 

сооружений, а также в машиностроении 

приходится сталкиваться с расчетными 

схемами, в которых слой жестко связан с 

полупространством, имеющим продоль-

ную полость. При расчете таких 

конструкций необходимо иметь метод, 

который, с необходимой точностью, 

позволял бы определять значения 

напряжений в различных точках.  

Проблема определения напряжений 

для слоя и полупространства с цилиндри-

ческой полостью существует давно. Так в 

работе [1], на основе метода разложения в 

ряды Фурье, определяются напряжения в 

слое с цилиндрической полостью. В [2], 

при помощи метода суперпозиции общих 

решений рассмотрена задача для слоя с 

круговым отверстием. Наиболее исследо-

ванными являются случаи, когда полость 

перпендикулярна поверхности полупро-

странства или слоя [3-6].  

При решении задач, имеющих не-

сколько граничных непересекающихся 

поверхностей, используется обобщенный 

метод Фурье [7]. Так на основе этого ме-

тода решены задачи для полупростран-

ства с цилиндрическими полостями в пе-

ремещениях [8], в напряжениях [9-11] и 

смешанные задачи с условиями контакт-

ного типа [12, 13]. Для цилиндра, на 

основе обобщенного метода Фурье, ре-

шена задача с цилиндрическими включе-

ниями в напряжениях [14]. В работах 

[15- 18] решены задачи для слоя, который 

содержит продольную полость, включе-

ние или толстостенную трубу. 

Однако задача для полупростран-

ства, жестко сцепленного со слоем и име-

ющего продольную цилиндрическую по-

лость не исследована. 

 

Постановка задачи. Однородный 

упругий слой жестко сцеплен с однород-

ным упругим полупространством. В полу-

пространстве, параллельно его поверхно-

сти, расположена цилиндрическая по-

лость радиусом R. Полость будем рас-

сматривать в цилиндрической системе ко-

ординат (ρ, ϕ, z), слой в декартовой си-

стеме координат (x1, y1, z1), полупростран-

ство в декартовой системе координат (x2, 

y2, z2), совмещенной с системой координат 

полости. Границы слоя расположены на 

расстоянии y1=h1 и y1=0, полупростран-

ства y2=h2, при h2>R.  

Необходимо найти решение уравне-

ния Ламе 𝛥�⃗⃗� 𝑗 + (1 − 2𝜎𝑗)
−1

𝛻𝑑𝑖𝑣�⃗⃗� 𝑗 = 0, 

где j=1 – соответствует слою, j=2 – полу-

пространству. На верхней границе слоя 

y1=h1 и на поверхности полости 𝜌 = 𝑅 за-

даны перемещения: 
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�⃗⃗� 1(𝑥, 𝑧)|𝑦1=ℎ1
= �⃗⃗� ℎ

0(𝑥, 𝑧), 

�⃗⃗� 2(𝜙, 𝑧)|𝜌=𝑅 = �⃗⃗� 𝑅
0(𝜙, 𝑧), 

где 

�⃗⃗� ℎ
0(𝑥1, 𝑧1) = 𝑈𝑥

(1)
𝑒 1

(1)
+ 𝑈𝑦

(1)
𝑒 2

(1)
+ 𝑈𝑧

(1)
𝑒 3

(1)
 , 

�⃗⃗� 𝑅
0(𝜙, 𝑧) = 𝑈𝜌

(𝑅)
𝑒 1

(2)
+ 𝑈𝜙

(𝑅)
𝑒 2

(2)
+ 𝑈𝑧

(𝑅)
𝑒 3

(2)
   (1)  

известные функции; 𝑒 𝑗
(𝑘)

, j = 1, 2, 3 – орты 

декартовой (k=1) и цилиндрической (k=2) 

систем координат. 

На плоской поверхности контакта 

слоя и полупространства заданы гранич-

ные условия сопряжения 

�⃗⃗� 1|𝑦1=0
= �⃗⃗� 2|𝑦2=ℎ2

,        (2) 

𝐹1�⃗⃗� 1|𝑦1=0
= 𝐹2�⃗⃗� 2|𝑦2=ℎ2

,      (3) 

где �⃗⃗� 1 — перемещения в слое; �⃗⃗� 2— пере-

мещения в полупространстве;  

𝑭𝒋�⃗⃗� 𝒋| = 𝟐𝑮𝒋[
𝝈𝒋

𝟏−𝟐𝝈𝒋
�⃗⃗� 𝒅𝒊𝒗𝑼𝒋 +

𝝏

𝝏𝒏
�⃗⃗� 𝒋 +

𝟏

𝟐
(�⃗⃗� ×

𝒓𝒐𝒕�⃗⃗� 𝒋)]; 𝐺𝑗 =
𝐸𝑗

2(1+𝜎𝑗)
; 𝜎𝑗 , 𝐸𝑗 –коэффициент 

Пуассона и модуль упругости слоя (j=1) 

или полупространства (j=2). 

Заданные функции будем считать 

быстро убывающими от начала координат 

по оси z для цилиндра и по оси z и x для 

границ слоя. 

Метод решения. Используя обоб-

щенный метод Фурье, выберем базисные 

решения уравнения Ламе для декартовых 

и цилиндрических систем координат в 

виде [7]: 

�⃗� 𝑘
±(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜇; 𝜎) = 𝑁𝑘

(𝑑)
𝑒𝑖(𝜆𝑧+𝜇𝑥)±𝛾𝑦; 

�⃗� 𝑘,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧; 𝜆; 𝜎) = 𝑁𝑘
(𝑝)

𝐼𝑚(𝜆𝜌)𝑒𝑖(𝜆𝑧+𝑚𝜙); 

𝑆 𝑘,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧; 𝜆; 𝜎) = 𝑁𝑘
(𝑝)

[𝑠𝑚(𝜌; 𝜆) ⋅

𝑒𝑖(𝜆𝑧+𝑚𝜙)]; 𝑘 = 1,2,3;       (4) 

𝑁1
(𝑑)

=
1

𝜆
𝛻;  

𝑁2
(𝑑)

=
4

𝜆
(𝜎 − 1)𝑒 2

(1)
+

1

𝜆
𝛻(𝑦 ⋅); 

𝑁3
(𝑑)

=
𝑖

𝜆
𝑟𝑜𝑡(𝑒 3

(1)
⋅);   

𝑁1
(𝑝)

=
1

𝜆
𝛻;  

𝑁2
(𝑝)

=
1

𝜆
[𝛻 (𝜌

𝜕

𝜕𝜌
) + 4(𝜎 − 1) (𝛻 − 𝑒 3

(2) 𝜕

𝜕𝑧
)]; 

𝑁3
(𝑝)

=
𝑖

𝜆
𝑟𝑜𝑡(𝑒 3

(2)
⋅); 𝑠𝑚(𝜌; 𝜆) =

(𝑠𝑖𝑔𝑛 𝜆)𝑚𝐾𝑚(|𝜆|𝜌);  

𝛾 = √𝜆2 + 𝜇2, − ∞ < 𝜆, 𝜇 < ∞, 

где 𝐼𝑚(𝑥), 𝐾𝑚(𝑥) – модифицированные 

функции Бесселя; �⃗� 𝑘,𝑚, 𝑆 𝑘,𝑚 – соответ-

ственно внутренние и внешние решения 

уравнения Ламе для цилиндра; �⃗� 𝑘
(−)

, �⃗� 𝑘
(+)

 

– решения уравнения Ламе для слоя. 

Решение задачи представим в виде 

�⃗⃗� 1 = ∑ ∫ ∫ (𝐻𝑘
(1)(𝜆, 𝜇)

∞

−∞

∞

−∞

3

𝑘=1

⋅ �⃗� 𝑘
(+)(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1; 𝜆, 𝜇; 𝜎1) + 

+�̃�𝑘
(1)(𝜆, 𝜇) ⋅

�⃗� 𝑘
(−)(𝑥1, 𝑦1, 𝑧 ; 𝜆, 𝜇; 𝜎1)) 𝑑𝜇𝑑𝜆,         (5) 

�⃗⃗� 2 = ∑ ∫ ∑ 𝐵𝑘,𝑚(𝜆)

∞

𝑚=−∞

∞

−∞

3

𝑘=1

⋅ 𝑆 𝑘,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧; 𝜆; 𝜎1)𝑑𝜆 + 

+∑ ∫ ∫ (𝐻𝑘
(2)(𝜆, 𝜇) ⋅

∞

−∞

∞

−∞

3
𝑘=1

�⃗� 𝑘
(+)(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2; 𝜆, 𝜇; 𝜎2)) 𝑑𝜇𝑑𝜆,       (6) 

где 𝑆 𝑘,𝑚(𝜌, 𝜙, 𝑧; 𝜆; 𝜎𝑗), �⃗� 𝑘
(+)

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜇; 𝜎𝑗) 

и �⃗� 𝑘
(−)

(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜇; 𝜎𝑗) – базисные решения, 

которые заданы формулами (4), а неиз-

вестные функции 𝐻𝑘
(1)(𝜆, 𝜇), �̃�𝑘

(1)(𝜆, 𝜇), 

𝐻𝑘
(2)(𝜆, 𝜇) и 𝐵𝑘,𝑚(𝜆) необходимо найти из 

граничных условий (1) и условий сопря-

жения (2), (3). 

Для перехода базисных решений из 

одной системы координат в другую вос-

пользуемся формулами, представлен-

ными в [16].  

Для удовлетворения граничным 

условиям на верхней границе слоя при-

равняем (5), при y1=h1, заданному 

�⃗⃗� ℎ
0(𝑥, 𝑧), представленному через двойной 

интеграл Фурье. Так получим три уравне-

ния (по одному на каждую проекцию) с 

шестью неизвестными 𝐻𝑘
(1)(𝜆, 𝜇), 

�̃�𝑘
(1)

(𝜆, 𝜇). 

Удовлетворяя условиям сопряжения 

на границе слоя и полупространства в пе-

ремещениях, подставляем в (2) правые ча-

сти (5) и (6). При этом, записывая выраже-

ние �⃗⃗� 2(𝑥2, 𝑧2)|𝑦2=0, необходимо восполь-

зоваться формулами перехода от решений 

𝑆 𝑘,𝑚 цилиндра к решениям �⃗� 𝑘
(−)

 [16, фор-

мула (7)]. Подобным образом можем запи-

сать три дополнительных уравнения для 

напряжений (3). 

Так получим систему из девяти бес-

конечных уравнений с двенадцатью 
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неизвестными функциями 𝐻𝑘
(1)(𝜆, 𝜇), 

�̃�𝑘
(1)

(𝜆, 𝜇), 𝐻𝑘
(2)

(𝜆, 𝜇) и 𝐵𝑘,𝑚(𝜆). Выразим 

𝐻𝑘
(1)(𝜆, 𝜇), �̃�𝑘

(1)(𝜆, 𝜇) и 𝐻𝑘
(2)(𝜆, 𝜇) через 

𝐵𝑘,𝑚(𝜆). 

Определитель  этой системы имеет 

вид 𝛥 = −16 ⋅ 𝛾6 ⋅ 𝑒−3𝛾(ℎ1−ℎ2) ⋅ 𝛷(𝛾)/𝜆6, 

где 𝛷(𝛾) – функция, имеющая громоздкий 

вид и как следствие опущена. Исследова-

ние 𝛷(𝛾) показало, что, при >0, она имеет 

только положительные значения и не об-

ращается в ноль. Так как >0 то эта си-

стема уравнений имеет единственное ре-

шение. 

Для удовлетворения граничных 

условий на цилиндре ρ=R, используя фор-

мулы перехода от решений �⃗� 𝑘
(+)

 к реше-

ниям �⃗� 𝑘,𝑚 [16, формула (8)], правую часть 

(6) перепишем в цилиндрической системе 

координат через базисные решения 

�⃗� 𝑘,𝑚, 𝑆 𝑘,𝑚. Полученный вектор прирав-

няем заданному �⃗⃗� 𝑅
0(𝜙, 𝑧), представлен-

ному интегралом и рядом Фурье. Вместо 

𝐻𝑘
(2)(𝜆, 𝜇) подставим ранее выраженные 

функции через 𝐵𝑘,𝑚(𝜆). В результате по-

лучим совокупность трех бесконечных си-

стем линейных алгебраических уравнений 

для определения неизвестных 𝐵𝑘,𝑚(𝜆). 

Эти бесконечные системы имеют свой-

ства уравнений второго рода и, как след-

ствие, к ним можно применять метод ре-

дукции. 

После определения 𝐵𝑘,𝑚(𝜆) можем 

найти значения неизвестных 𝐻𝑘
(1)(𝜆, 𝜇), 

�̃�𝑘
(1)(𝜆, 𝜇), 𝐻𝑘

(2)(𝜆, 𝜇), которые мы ранее 

выразили через 𝐵𝑘,𝑚(𝜆). Так будут 

найдены все неизвестные выражений (5) и 

(6). 

Численные исследования напря-

женного состояния. Цилиндрическая по-

лость расположена в изотропном полу-

пространстве, идеально сцепленного с 

изотропным слоем. Физические характе-

ристики слоя (бетон): коэффициент Пуас-

сона 1 = 0,16, модуль упругости 

E1=3250 кН/см2. Физические характери-

стики полупространства (газоблок): 2 = 

0,2, E2=160 кН/см2. Радиус цилиндриче-

ской полости R=10см. Толщина слоя 

h1=10см. Расстояние от границы полупро-

странства до центра цилиндрической по-

лости h2=20см.  

На верхней границе слоя заданы пе-

ремещения в виде 𝑈𝑦
(1)

= 𝑈𝑥
(1)

= 𝑈𝑧
(1)

= 0, 

на поверхности цилиндра перемещения 

𝑈𝜌
(𝑅)

= 104 ⋅ (𝑧2 + 102)−2, 𝑈𝜙
(𝑅)

= 𝑈𝑧
(𝑅)

= 0. 

Бесконечная система была усечена 

до m=8. Вычисления интегралов выпол-

нено квадратурными формулами Филона 

(для осциллирующих функций) и Симп-

сона (для функций без осцилляций). Точ-

ность выполнения граничных условий, 

при указанных значениях m и заданных 

геометрических параметрах, 10-4. 

На рис.1 представлено напряженное 

состояние на поверхности цилиндриче-

ской полости по радиусу от ϕ=0 до ϕ=2, 

при z=0.  

Напряжение 𝜎𝜌 снижается в верхней 

части полости (рис.1, линия 1, при ϕ=/2), 

наиболее близкой к слою, имеющего бо-

лее низкие параметры плотности матери-

ала. Напряжение 𝜎𝜙 наоборот имеет не-

значительный рост в этой области.  

 

 
Рис. 1. Напряжения на поверхности цилин-

дрической полости при z=0 в кН/см2:  

1 – 𝜎𝜌, 2 – 𝜎𝜙, 3 – 𝜎𝑧, 4 – 𝜏𝜌𝑧 

 

На рис.2 представлены напряжения 

вдоль оси y на перешейке между верхней 

точкой полости и границей сопряжения 

полупространства со слоем, при z=0. 

Из рис.2 видно, что наибольшие 

напряжения 𝜎𝜌 – на поверхности полости 

и снижаются с приближением к границе 

сопряжения. Наибольшие напряжения 𝜎𝜙 

также находятся на поверхности полости, 

по мере приближения к границе 
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сопряжения снижаются, а возле границы 

сопряжения наблюдается их рост. Напря-

жения 𝜎𝑧 имеют отрицательные значения 

на поверхности полости и по мере прибли-

жения к границе сопряжения меняются на 

положительные и растут. 

 
Рис. 2. Напряжения вдоль оси y между по-

верхностью полости и границей полупро-

странства, в кН/см2: 1 – 𝜎𝜌, 2 – 𝜎𝜙, 3 – 𝜎𝑧 

 

На рис. 3 представлены напряжения 

на верхней границе слоя (рис. 3 а) и на гра-

нице сопряжения со стороны слоя 

(рис. 3 б), вдоль оси z, при x=0.  

 а  

 б 
Рис. 3. Напряжения в слое, в кН/см2:  

а – на верхней границе слоя; б – на нижней 

границе слоя; 1 – 𝜎𝑦, 2 – 𝜎𝑥, 3 – 𝜎𝑧, 4 –𝜏𝑦𝑧 

Напряжения 𝜎𝑥 и 𝜎𝑧 на верхней по-

верхности слоя имеют практически оди-

наковые значения, в следствии чего на 

графике (рис. 3 а) напряжения 𝜎𝑧опу-

щены. 

Наибольшими напряжениями в слое, 

как в верхней, так и нижней части, явля-

ется 𝜎𝑦 (рис. 3, линия 1). В следствии 

жесткого защемления верхней части слоя 

напряжения 𝜎𝑥 в нижней части слоя 

имеют положительные значения (рис. 3 б, 

линия 2), в верхней части – отрицательные 

(рис. 3 а, линия 2). Напряжения 𝜎𝑧 на ниж-

ней границе слоя имеют как положитель-

ные, так и отрицательные значения 

(рис. 3 б, линия 3).  

На рис. 4 представлены напряжения 

в слое на границе сопряжения вдоль оси x, 

при z=0.  

 
Рис. 4. Напряжения вдоль оси x на границе со-

пряжения, в кН/см2:  

1 – 𝜎𝑦, 2 – 𝜎𝑥, 3 – 𝜎𝑧, 4 –𝜏𝑦𝑧 

 

Напряжения на границе сопряжения 

вдоль оси x (рис.4), в отличие от напряже-

ний вдоль оси z (рис.3), спадают мед-

ленно. Кроме того, напряжения 𝜎𝑥 вдоль 

оси x (рис. 4, линия 2) имеет как положи-

тельные, так и отрицательные значения, а 

напряжения 𝜎𝑧 (рис. 4, линия 3) постоянно 

положительные.  

Выводы. Предложен метод решения 

пространственной задачи теории упруго-

сти на основе обобщенного метода Фурье 

для полупространства с продольной ци-

линдрической полостью, жестко сцеплен-

ного с упругим слоем.  Задача сведена к 

бесконечной системе линейных алгебраи-

ческих уравнений, допускающей приме-

нение к ней метода редукции. Численные 

исследования дают основания утвер-

ждать, что ее решение может быть с лю-

бой точностью найдено предложенным 

методом, что подтверждается высокой 

точностью выполнения граничных усло-

вий. 
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Метод решения можно использовать 

при проектировании строительных кон-

струкций и подземных сооружений, рас-

четная схема которых совпадает с поста-

новкой данной задачи. 

Представленный анализ напряжен-

ного состояния можно использовать при 

подборе геометрических параметров кон-

струкции. 

Дальнейшее исследование данной 

задачи актуально для нескольких поло-

стей. 
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Мірошніков В.Ю. ВИЗНАЧЕННЯ НАПРУ-

ЖЕНОГО СТАНУ КОМПОЗИТУ У ВИ-

ГЛЯДІ ШАРУ І ПІВПРОСТОРУ З ЦИЛІН-

ДРИЧНОЮ ПОРОЖНИНОЮ, ПРИ ЗАДА-

НИХ НА ГРАНИЧНИХ ПОВЕРХНЯХ ПЕ-

РЕМІЩЕННЯХ. Розв’язано просторову за-

дачу теорії пружності для півпростору, жорс-

тко зчепленого з пружним шаром. Півпростір 
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має кругову нескінченну циліндричну порож-

нину, паралельну його поверхні. Шар і півп-

ростір - однорідні ізотропні матеріали, від-

мінні один від одного. На порожнині і на вер-

хній межі шару задані переміщення. Для 

розв’язку просторової задачі теорії пружності 

використаний узагальнений метод Фур'є щодо 

системи рівнянь Ламе. В результаті задово-

лення граничним умовам і умовам сполучення 

шару і півпростору, отримані нескінченні си-

стеми лінійних алгебраїчних рівнянь, які 

розв’язані методом редукції. В результаті 

були знайдені переміщення і напруження в рі-

зних точках пружного тіла. Проведено число-

вий аналіз напружено - деформованого стану 

шару і півпростору. 
Ключові слова: циліндрична порожнина в пі-

впросторі, композит, рівняння Ламе, умови 

сполучення, узагальнений метод Фур'є 

 

Miroshnikov V.Yu. DETERMINATION OF 

THE STRESS STATE OF THE COMPO-

SITE IN THE FORM OF A LAYER AND A 

HALF-SPACE WITH A CYLINDRICAL 

CAVITY, WITH DISPLACEMENTS 

SPECIFIED ON THE BOUNDARY 

SURFACES. The spatial problem of the theory 

of elasticity for a half-space rigidly coupled to an 

elastic layer is solved. The half-space has an infi-

nite circular cylindrical cavity parallel to its sur-

face. Layer and half-space - homogeneous iso-

tropic materials, different from each other. Dis-

placements are specified on the cavity and on the 

upper boundary of the layer. To solve the spatial 

problem of the theory of elasticity, the general-

ized Fourier method with respect to the system of 

Lame equations is used. As a result of satisfying 

the boundary conditions and the conjugation con-

ditions of the layer and half-space, infinite sys-

tems of linear algebraic equations are obtained, 

which are solved by the reduction method. As a 

result, displacements and stresses were found at 

various points of the elastic body. A numerical 

analysis of the stress - strain state of the layer and 

half-space is carried out. 
Keywords: cylindrical cavity in half-space, com-

posite, Lame equation, conjugation conditions, 

generalized Fourier method. 
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ СТАЛЕКЛЕЙОВОГО  

З’ЄДНАННЯ З БЕТОНОМ 
 

Розглянуто питання щодо теоретичного обґрунтування проектування сталеклейового з’єднання з бетоном без 

застосування анкерів, шляхом конструктивної приклейки сталевих вузлів або опорних частин технологічного 

устаткування безпосередньо до поверхні бетону. За результатами розрахунків обчислено математичну модель 

напружено-деформованого стану безанкерного клейового з’єднання для трьох шарів (сталевої пластини, кле-

йового шва та бетонної основи) при осесиметричному довільному навантаженні. Набули подальшого розви-

тку методики з оцінки напружено-деформованого стану сталеклейових з’єднань з бетоном. Результати даних 

експериментальних досліджень можуть бути використані для розробки вузлів кріплення виробничого облад-

нання та технологічних ліній підприємств, а також для подальшого поліпшення складів полімерних клейових 

матеріалів. 

Ключові слова: бетон, сталеклейове кріплення, акриловий модифікований клей, функція напружень, руйну-

вання, осесиметричне навантаження. 

 

Вступ. В наш час в будівельній га-

лузі при підсиленні, реконструкції, відно-

вленні залізобетонних конструкцій та при 

влаштуванні анкерних кріплень викорис-

товуються різноманітні клейові полімерні 

розчини [1-3]. За рахунок ряду переваг та 

відносно низької вартості, найбільш 

раціональними для використання в будів-

ництві, з метою забезпечення надійної су-

місної роботи бетону і сталі, є епоксидні 

та акрилові клеї. 

У наукових публікаціях Лапе-

нка О.І., Машкової А.І., Білокурова П.С. 

[4, 5] наведено чисельні експериментальні 
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