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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ В ЗАДАЧАХ ОЧИСТКИ СТІЧНИХ ВОД 
 

В даній роботі описано побудову чисельних моделей для оцінки ефективності роботи горизонтальних відс-

тійників, що використовуються в системах очистки стічних вод. Особливістю запропонованих чисельних мо-

делей є можливість моделювання поля швидкості та процесу переносу домішки з урахуванням геометричної 

форми горизонтальних відстійників та можливістю використання в них додаткових елементів типу пластин. 

Процес масопереносу домішки у горизонтальних відстійниках розраховується на базі двовимірного рівняння 

розповсюдження домішки. Це рівняння враховує конвективний перенос домішки та перенос домішки за ра-

хунок дифузії. Нерівномірне поле швидкості розраховується на базі двох гідродинамічних моделей. Перша 

гідродинамічна модель – це система рівнянь вихрових течій ідеальної рідини. Друга гідродинамічна модель – 

це система рівнянь Нав’є-Стокса, що записані у змінних «вихор-функція току». Для чисельного інтегрування 

моделюючого рівняння масопереносу використовується різницеві схеми розщеплення. Базове рівняння масо-

переносу попередньо розщеплюється на рівняння, що враховує лише конвективний перенос домішки у відс-

тійнику, та на рівняння, що враховує перенос домішки за рахунок дифузії. Для чисельного інтегрування мо-

делюючих рівнянь гідродинаміки використовуються неявні різницеві схеми розчеплення. Чисельний розра-

хунок здійснюється на прямокутній різницевій сітці. Час розрахунку одного варіанту завдання складає декі-

лька секунд. Видаються результати проведеного обчислювального експерименту. 

Ключові слова: математичне моделювання, очисні споруди, горизонтальний відстійник. 

 

Вступ. При проектуванні очисних 

споруд, з метою оцінки їх ефективності 

роботи при різних режимах експлуатації, 

при різних навантаженнях, дуже важливо 

мати математичні моделі, що дозволяють 

оперативно, протягом одного робочого 

дня отримувати необхідні дані 

[1- 3, 5, 7- 9]. Як відомо, в теперішній час 

до таких моделей ставлять такі умови: 

врахування геометричної форми споруди, 

врахування різних режимів її роботи, мо-

жливість проведення розрахунків для спо-

руд, що мають додаткові елементи. Най-

більш ефективним методом вирішення за-

дач такого класу є чисельне моделювання. 

Але при використанні чисельного моде-

лювання виникають деякі складнощі, най-

більшим з яких є дуже значні витрати 

комп’ютерного часу при реалізації чисе-

льної моделі. Тому на практиці вкрай важ-

ливо мати швидкорозрахункові чисельні 

моделі, для реалізації яких на комп’ютері 

потрібно декілька хвилин. 

Аналіз літературних джерел. При 

вирішенні задач очистки стічних вод за 

допомогою різних споруд, використову-

ються емпіричні моделі [4, 12], аналітичні 

моделі [3, 4, 7, 10, 11, 13]. Моделі даних 

класів зручні для практичного викорис-

тання, потребують малу кількість часу для 

отримання необхідних даних, широко ви-

користовуються на практиці. Але недолі-

ком цих моделей є неможливість враху-

вання геометричної форми споруди, нері-

вномірного потоку в споруді. Чисельні 

моделі [1, 2, 6, 14] дозволяють проводити 

розрахунки з урахуванням геометричної 

форми споруд, але в деяких випадках пот-

ребуються значного часу на практичну ре-

алізацію [14]. 

Метою даної роботи є розробка чи-

сельних моделей для оцінки ефективності 

роботи горизонтальних відстійників. 

Постановка задачі. Розглядати-

меться рух стічних вод в горизонтальному 

відстійнику. Ставиться задача розробки 

математичної моделі масопереносу та гід-

родинаміки течії у відстійнику, яка дозво-

ляла б враховувати геометричну форму 

очисної споруди. 

Математична модель масопере-

носу. Процес масопереносу моделюється 

наступним рівнянням [1, 2, 6, 14]: 
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𝜕𝐶

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝐶

𝜕𝑥
+

𝜕(𝜈−𝑤)𝐶

𝜕𝑦
+ 𝜎𝐶 =

𝜕

𝜕𝑥
(𝜇𝑥

𝜕𝐶

𝜕𝑥
) +

+
𝜕

𝜕𝑦
(𝜇𝑦

𝜕𝐶

𝜕𝑦
),          (1) 

де С – концентрація домішки; u, v – ком-

поненти вектора швидкості потоку в на-

прямку осей х і у; w– швидкість осадження 

частинок; μх, μy – коефіцієнти турбулент-

ної дифузії; х, у – декартові координати; σ 

– коефіцієнт, що враховує процес флоку-

ляції і розпаду частинок, а також біохімі-

чне окислення. 

Для розв’язання рівняння (1) необхі-

дно сформулювати наступні граничні 

умови. На дні відстійника в чисельній мо-

делі реалізується граничні умова «погли-

нання» забруднювача, який випадає з по-

току зі швидкістю w. На вхідній границі 

(границя входу потоку стічних вод у відс-

тійника) ставиться умова: 

𝐶| = 𝐶0, 

де С0– відоме значення концентрації домі-

шки. 

Відмітимо, що розроблена чисельна 

модель дозволяє враховувати зміну конце-

нтрації домішок на вході у відстійник з 

плином часу. На практиці, для такого вра-

хування, користувач, при зверненні до пі-

дпрограм для розрахунку масопереносу 

домішок у відстійнику, повинен вказати 

залежність C0=f(t), t – час. 

На вихідній границі розрахункової 

області, в чисельній моделі ставиться 

м’яка гранична умова, яка в чисельній мо-

делі записується так: 

𝐶(𝑖 + 1, 𝑗) = 𝐶(𝑖, 𝑗),                       (2) 

де i+1, j – номер останньої (граничної) рі-

зницевої комірки. 

В початковий момент часу поклада-

ється C=0 в розрахунковій області 

Моделі гідродинаміки. Для розра-

хунку нерівномірного поля швидкості те-

чії у відстійнику будемо враховувати дві 

математичні моделі механіки суцільного 

середовища. Перша модель – це модель 

вихрового руху нев’язкої рідини. Базо-

вими рівняннями цієї моделі є наступні рі-

вняння: 
𝜕𝜔

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝜔

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣𝜔

𝜕𝑦
= 0         (3) 

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2 = −𝜔         (4) 

де u, v – компоненти векторів швидкості 

потоку в напрямку осей х и у; ω– вихор; ψ 

– функція току. 

Постановка граничних умов для си-

стеми рівнянь (3)-(4) наведено в роботі 

[2]. 

Друга математична модель гідроди-

наміки – рівняння Нав’є-Стокса. В роботі 

будуть використовуватись ці рівняння, що 

записані у змінних «вихор-функція току». 

Моделюючі рівняння мають вигляд: 
𝜕𝜔

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝜔

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣𝜔

𝜕𝑦
=

1

𝑅𝑒(
𝜕2𝜔

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜔

𝜕𝑦2 )
,       (5) 

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜓

𝜕𝑦2 = −𝜔,         (6) 

де Re=V0L/υ – число Рейнольдса, (тут υ – 

кінематичний коефіцієнт в’язкості); – 

функція току; ω=∂v/∂x-∂u/∂y – вихор; 

u=∂/∂y; v=∂/∂x – компоненти вектору 

швидкості водного потоку; L – характер-

ний лінійний розмір; V0 – характерна шви-

дкість. 

Постановку крайових умов розгля-

нуто у [2]. 

Метод рішення. Для чисельного ін-

тегрування рівняння (1) попередньо здійс-

нюється фізичне розщеплення у вигляді: 
𝜕𝐶

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢𝐶

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑣−𝑤)𝐶

𝜕𝑦
+ 𝜎𝐶 = 0,       (7) 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥
(𝜇х

𝜕𝐶

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜇у

𝜕𝐶

𝜕𝑦
).       (8) 

Рівняння (7) описує міграцію домі-

шки по траєкторіях, а рівняння (8) – мігра-

цію домішки в силу дифузії. Виконаємо 

наступну апроксимацію похідних, що вхо-

дять в дане рівняння [2]: 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
≈

𝐶𝑖𝑗
𝑛+1−𝐶𝑖𝑗

𝑛

𝛥𝑡
, 

𝜕𝑢С

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢+С

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢−С

𝜕𝑥
, 

𝜕𝑣С

𝜕𝑦
=

𝜕𝑣+С

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣−С

𝜕𝑦
, 

де 𝑢+ =
𝑢+|𝑢|

2
, 𝑢− =

𝑢−|𝑢|

2
, 𝑣+ =

𝑣+|𝑣|

2
,  

𝑣− =
𝑣−|𝑣|

2
. 

𝜕𝑢+С

𝜕𝑥
≈

𝑢𝑖+1,𝑗
+ С𝑖𝑗

𝑛+1−𝑢𝑖𝑗
+ С𝑖−1𝑗

𝑛+1

𝛥𝑥
= 𝐿𝑥

+С
𝑛+1

, 

𝜕𝑢−С

𝜕𝑥
≈

𝑢𝑖+1,𝑗
− С𝑖+1,𝑗

𝑛+1 −𝑢𝑖𝑗
− С𝑖𝑗

𝑛+1

𝛥𝑥
= 𝐿𝑥

−С
𝑛+1

, 

𝜕𝜈+𝐶

𝜕𝑦
≈

𝜈𝑖,𝑗+1
+ 𝐶𝑖𝑗

𝑛+1−𝜈𝑖𝑗
+ 𝐶𝑖,𝑗−1

𝑛+1

𝛥𝑦
= 𝐿𝑦

+𝐶𝑛+1, 

𝜕𝜈−𝐶

𝜕𝑦
≈

𝜈𝑖,𝑗+1
− 𝐶𝑖,𝑗+1

𝑛+1 −𝜈𝑖𝑗
− 𝐶𝑖𝑗

𝑛+1

𝛥𝑦
= 𝐿𝑦

−𝐶𝑛+1. 

 



Серія «БУДІВНИЦТВО»  

 НАУКОВИЙ ВІСНИК БУДІВНИЦТВА, 2019, Т.97, № 3 

1
0

7
 

Похідні другого порядку апроксиму-

ються наступним чином: 

𝜕

𝜕𝑥
(𝜇𝑥

𝜕𝐶

𝜕𝑥
) ≈ 𝜇𝑥1

𝐶𝑖+1,𝑗
𝑛+1 −𝐶𝑖𝑗

𝑛+1

𝛥𝑥2 −

𝜇𝑥2

𝐶𝑖,𝑗
𝑛+1−𝐶𝑖−1,𝑗

𝑛+1

𝛥𝑥2
= 𝑀𝑥𝑥

− 𝐶𝑛+1 + 𝑀𝑥𝑥
+ 𝐶𝑛+1, 

𝜕

𝜕𝑦
(𝜇𝑦

𝜕𝐶

𝜕𝑦
) ≈ 𝜇𝑦1

𝐶𝑖,𝑗+1
𝑛+1 −𝐶𝑖𝑗

𝑛+1

𝛥𝑦2 −

𝜇𝑦2

𝐶𝑖,𝑗
𝑛+1−𝐶𝑖,𝑗−1

𝑛+1

𝛥𝑦2 = 𝑀𝑦𝑦
− 𝐶𝑛+1 + 𝑀𝑦𝑦

+ 𝐶𝑛+1. 

Тут введено позначення: v=v-w. Вве-

дено позначення різницевих операторів: 

𝐿𝑥
+, 𝐿𝑥

−, 𝐿𝑦
+, 𝐿𝑦

−,  𝐿𝑧
+, 𝐿𝑦

−, 𝑀𝑥𝑥
+ , 𝑀𝑥𝑥

− . 

Після апроксимації проводиться на-

ступне розщеплення: 

– на першому кроці (k=1/4) різни-

цеве рівняння має вигляд: 
С𝑖𝑗

𝑛+𝑘−𝐶𝑖𝑗
𝑛

𝛥𝑡
+

1

2
(𝐿𝑥

+𝐶𝑘 + 𝐿𝑦
+𝐶𝑘) +

𝜎

2
𝐶𝑖𝑗

𝑛 = 0; 

– на другому кроці (k=n+1/2; c=n+1/4) різ-

ницеве рівняння має вигляд: 
С𝑖𝑗

𝑘 −𝐶𝑖𝑗
𝑐

𝛥𝑡
+

1

2
(𝐿𝑥

−𝐶𝑘 + 𝐿𝑦
−𝐶𝑘) +

𝜎

2
𝐶𝑖𝑗

𝑘 = 0; 

– на третьому кроці (k=n+3/4; c=n+1/2) рі-

зницеве рівняння має вигляд: 
С𝑖𝑗

𝑘 −𝐶𝑖𝑗
𝑐

𝛥𝑡
=

1

2
(𝑀𝑥𝑥

− 𝐶𝑐 + 𝑀𝑥𝑥
+ 𝐶𝑘 + 𝑀𝑦𝑦

− 𝐶𝑐 +

+𝑀𝑦𝑦
+ 𝐶𝑘); 

– на четвертому кроці (k=n+1; c=n+3/4) рі-

зницеве рівняння має: 
С𝑖𝑗

𝑘 −𝐶𝑖𝑗
𝑐

𝛥𝑡
=

1

2
(𝑀𝑥𝑥

− 𝐶𝑘 + 𝑀𝑥𝑥
+ 𝐶𝑐 + 𝑀𝑦𝑦

− 𝐶𝑘 +

+𝑀𝑦𝑦
+ 𝐶𝑐). 

На кожному кроці розщеплення роз-

рахунок невідомої концентрації здійсню-

ється за методом «біжучого» розрахунку, 

тобто за явною формулою. 

Для чисельного інтегрування сис-

теми рівнянь гідродинаміки (3)-(6) вико-

ристовуються неявні різницеві схеми роз-

щеплення [1, 2]. 

Результати. Побудовані чисельні 

моделі були запрограмовані з використан-

ням алгоритмічної мови ФОРТРАН. Для 

проведення розрахунків на базі розробле-

них пакетів програм потрібно задачти на-

ступну вхідну інформацію:  

1) геометричну форму споруди; 

2) витрату стічних вод; 

3) концентрацію домішки на вході у спо-

руду; 

4) режим надходження стічних вод в 

очисну споруду; 

5) коефіцієнти дифузії. 

Приклад використання побудованих 

чисельних моделей наведено нижче. Так, 

на рис. 1 показано розподіл домішки у го-

ризонтальному відстійнику з пластиамин, 

одна з яких під кутом. Розрахунок гідро-

динаміки потоку було виконано на базі 

першої моделі.  

 
Рис. 1. Концентрація домішки у відстійнику з 

пластинами 

 

На рис. 2 показано розподіл домішки 

у горизонтальному відстійнику з пласти-

нами, одна з яких горизонтальна. Розраху-

нок гідродинаміки потоку було виконано 

на базі другої моделі. 

 
Рис. 2. Розподіл концентрації домішки в гори-

зонтальному відстійнику з пластинами 

 

Час розрахунку склав близько 10 сек 

для кожного варіанту задачі. 

Висновки та перспективи подаль-

ших досліджень. У статті розглянуті ма-

тематичні моделі, що дозволяють розра-

ховувати гідродинаміку течії та масопере-

нос домішки у відстійниках з додатко-

вими елементами. Особливістю моделей є 

швидкість розрахунку. 

Подальше вдосконалення обраного 

наукового напрямку слід проводити в об-

ласті створення 3D моделей для розраху-

нку руху домішки у очисних спорудах. 
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Козачина В.А., Шинкаренко В.И., Габри-

нец V.O., Горячкин В.Н. МАТЕМАТИЧЕ-

СКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ В ЗАДАЧАХ 

ОЧИСТКИ СТОЧНЫХ ВОД. В данной ра-

боте описано построение численных моделей 

для оценки эффективности работы горизон-

тальных отстойников, используемых в систе-

мах очистки сточных вод. Особенностью 

предложенных численных моделей является 

возможность моделирования поля скорости и 

процесса переноса примеси с учетом геомет-

рической формы горизонтальных отстойни-

ков, а также использования в них дополни-

тельных элементов типа пластин. Процесс 

массопереноса примеси в горизонтальных от-

стойниках рассчитывается на базе двумерного 

уравнения распространения примеси. Это 

уравнение учитывает конвективный перенос 

примеси и перенос примеси за счет диффузии. 

Неравномерное поле скорости рассчитыва-

ется на базе двух гидродинамических моде-

лей. Первая гидродинамическая модель ‒ это 

система уравнений вихревых течений идеаль-

ной жидкости. Вторая гидродинамическая мо-

дель ‒ это система уравнений Навье-Стокса, 

записанные в переменных «вихрь-функция 

тока». Для численного интегрирования моде-

лирующего уравнения массопереноса исполь-

зуются разностные схемы расщепления. Базо-

вое уравнение массопереноса предварительно 

расщепляется на уравнение, учитывающие 

только конвективный перенос примеси в от-

стойнике, и на уравнение, учитывающее пере-

нос примеси за счет диффузии. Для числен-

ного интегрирования моделирующих уравне-

ний гидродинамики используются неявные 

разностные схемы расщепления. Численный 

расчет осуществляется на прямоугольной 
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разностной сетке. Время расчета одного вари-

анта задачи составляет несколько секунд. Вы-

даются результаты проведенного вычисли-

тельного эксперимента. 

Ключевые слова: математическое моделиро-

вание, очистные сооружения, горизонтальный 

отстойник. 

 

Kozachyna V.A., Shynkarenko V.I., Gabrinets 

V.O., Horiachkin V.M. MATHEMATICAL 

MODELING IN WASTE WATER TREAT-

MENT TASKS. This paper describes the devel-

opment of numerical models for evaluating the 

performance of horizontal settlers in wastewater 

treatment systems. A feature of the proposed nu-

merical models is the possibility of modeling the 

velocity field and the process of pollutant transfer 

taking into account the geometric shape of hori-

zontal settlers, usage of additional elements such 

as plates. The process of pollutant mass transfer 

in horizontal settlers is calculated on the basis of 

the two-dimensional equation of pollutant distri-

bution. This equation takes into account the con-

vective transfer of pollutants and the transfer of 

pollutants due to diffusion. The uneven velocity 

field is calculated on the basis of two hydrody-

namic models. The first hydrodynamic model is a 

system of equations for the vortex flows of an in-

viscid fluid. The second hydrodynamic model is 

a system of Navier-Stokes equations written in 

the variables «eddy-current function». For nu-

merical integration of the modeling mass transfer 

equation, difference splitting schemes are used. 

First, the basic mass transfer equation is split into 

an equation that takes into account only the con-

vective transfer of pollutants in the settler, and 

into an equation, that takes into account the trans-

fer of impurities due to diffusion. For the numer-

ical integration of the modeling equations of hy-

drodynamics, implicit difference splitting 

schemes are used. The numerical calculation is 

carried out on a rectangular difference grid. The 

calculation time for one variant of the problem is 

several seconds. The results of a computational 

experiment are given. 

Keywords: mathematical modeling, wastewater 

treatment plant, horizontal settler. 
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РОЗРОБКА ЕКОСИСТЕМНИХ ПОСЛУГ ДЛЯ ПІДВИЩЕННЯ  

ЕНЕРГОЕФЕКТИВНОСТІ СИСТЕМИ ВОДОПОСТАЧАННЯ МІСТА 
 

В роботі аналізується система виробничих компонентів будівель для створення сприятливих можливостей 

для підвищення енергоефективності міста. Досліджено шляхи відтворення атмосферних вод з локальним ме-

ханічним доочищенням надкритичною течією для відцентрового осадження завислих речовин. Розраховано 

потенційні обсяги води та кількість циклів кавітаційного генератора для керованого кондиціювання умовно 

брудної води. Досліджено апаратне відновлення дощових вод для повторного використання. Отримано зразки 

експериментальних осадів для будівельного господарства при різних режимах роботи генератору. Виявлено 

резерви виробництв для підвищення конкурентоздатності товарної продукції. 

Ключові слова: дощові води, акумулювання, кавітаційний генератор, завислі речовини, механічна ерозія, во-

доймище, річний стік, температура, каламутність, вологість осаду. 

 

Вступ. Екосистеми складаються з 

дивовижних взаємодій живих організмів і 

абіотичного середовища, створюючи ди-

намічні цикли поживних речовин і енергії. 

Здатність людини витісняти і формувати 

природні процеси покращилася, але гро-

мада продовжує залежати від товарів і по-

слуг, що надаються екосистемами.  Стру-

ктура екосистемних послуг уточнює 

зв'язок між добробутом людини та функ-

цією екосистеми. Екосистемні послуги на-

даються екосистемі підтримувати і покра-

щувати добробут громади. Технологія 

екосистемної послуги створює контур 

зворотного зв'язку, який служить спри-

янню як екосистемі, так і благополуччю 

громади. У цьому контексті очевидно, що 

ризики для природних ресурсів подібні 

mailto:teplogidroenergetika@gmail.com

