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ПОШУК  НОВОГО  ПІДХОДУ   
В  ДИНАМІЧНІЙ  ТЕОРІЇ  ДИФРАКЦІЇ РЕНТГЕНІВСЬКИХ  

ПРОМЕНІВ  У  ПРУЖНО-ЗІГНУТОМУ  КРИСТАЛІ 

На основі нового підходу розглянуто фізичний механізм міжгілкового розсіяння рентгенів-
ських променів у пружно зігнутому кристалі. 

The physical mechanism of X-ray interbranch scattering in elastically bending crystal is consid-
ered on the base of new approach.  

Вступ 
Проблема створення узагальненої динамічної 

теорії, яка описувала б дифракцію рентгенівських 
променів в кристалі з мікродефектами, а також 
з дальнодіючими полями деформації, виявилась 
однією із самих важких задач фізики взаємодії 
рентгенівського випрмінювання з твердим тілом. 
Це пов′язано з тим, що результати, отримані в 
рамках підходу Такагі-Топена [1,2], основного 
підходу для дослідження динамічної дифракції 
рентгенівських променів в кристалах з дально-
діючими полями деформації (згин, дислокації і 
т.ін.), досить важко узагальнити на випадок ре-
ального кристала з мікродефектами. У цьому 
підході базисні рівняння були аналітично роз-
в′язані лише для деяких часткових випадків, у 
тому числі і для випадку пружно зігнутого крис-
тала з постійним градієнтом деформації [3]. Та 
одержані розв′язки досить складні, внаслідок 
чого подальше їх узагальнення на випадок реаль-
ного кристала з локальными полями деформації 
представляє великі труднощі [4]. Іншим підходом 
до розв’язку цієї проблеми можна вважати новий 
формалізм динамічної теорії, запропонований 
Като (дивись посилання в [5]). У цьому підході, 
відомому як статистична теорія Като, постулю-
валось, що спостережувана інтенсивність визна-
чається середнім по ансамблю, яке складається 
з когерентного і флуктуаційного вкладу. На жаль, 
у даному підході інтегро-диференційні рівняння 
для амплітуд когерентного поля і диференційні 
рівняння для некогерентної частини інтенсив-
ності вдається розв′язати тільки при малих змінах 
амплітуд хвильових полів на довжині екстинкції 
ξg  (AGV наближення). Відзначимо, що таке ж 

припущення фактично лежить в основі ейкональ-
ного наближення Като [6], що використовується 
при розв′язку рівнянь Такагі-Топена. Спільність 
умов, при яких вдається отримати фізично прості 
результати, дозволяє вважати, що математичні 
труднощі, які виникають в обох цих підходах при 
достатньо сильних деформаціях, також мають 
спільну фізичну природу. Інакше кажучи, фізич-
ні проблеми, що не були з′ясовані при безпосе-
редньому розв′язку рівнянь Такагі-Топена, знову, 
в іншому вигляді, постали в статистичній теорії 
Като. В першу чергу, ці проблеми стосуються 
особливостей динамічного розсіяння рентгенів-
ських променів у кристалах із достатньо великим 
(В≥1м-1) градієнтом деформації. Очевидно, що 
альтернативний варіант подолання цих трудно-
щів полягає в створенні нового підходу для опису 
динамічної дифракції рентгенівських променів 
у пружно зігнутому ідеальному кристалі. В цьо-
му підході повинно бути знайдене нове фізичне 
розуміння процесів дифракції рентгенівських 
променів у пружно зігнутому ідеальному крис-
талі. Зрозуміло, що для його створення потрібно 
більш детальне дослідження цих процесів. Такі 
дослідження проведені в роботах [9-13], які ко-
ротко будуть викладені в наступних розділах 
даної роботи. Реально ці дослідження були під-
порядковані меті, яка полягала в пошуку нового 
підходу до вивчення динамічної дифракції рент-
генівських променів у пружно зігнутому ідеаль-
ному кристалі. Такий підхід міг би послужити 
основою для створення узагальненої динамічної 
теорії, яка в граничному випадку кристала з мік-
родефектами повинна приводити до добре відо-
мих результатів[8]. 
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Дисперсійне рівняння розсіянняя рентге-
нівських променів у деформованому кристалі 

Дисперсійний аналіз процесів динамічної 
дифракції рентгенівських променів у деформо-
ваному кристалі дуже актуальний для побудови 
узагальненої динамічної теорії. Оскільки в цій 
теорії необхідно також враховувати розсіяння 
рентгенівського випрмінювання на мікродефек-
тах, які зручно вивчити в оберненому просторі, 
тому, є сенс розглянути також в оберненому прос-
торі процеси динамічної дифракції в деформо-
ваному кристалі.  

Нехай хвильове поле )(rD rr
 описує розсіяння 

рентгенівських променів у такому кристалі. Тоді 
із рівнянь Максвела отримується таке рівняння: 

1pp rr
−

( )[ ][ ] 0)()(,)()( =χ∇∇++∆ rDrrDkrD 2 rrrrrrr ,       (1) 
де k=ω/c – модуль хвильового вектора рентгенів-
ських променів у вакуумі, )(rrχ – поляризованість 
кристала. Для хвиль σ-поляризації (випадок π-
поляризації можна розглянути аналогічно) рів-
няння (1) можна представити у вигляді [9]: 

{ } )()()(2 rDkrDrk 2s
r

rrr σ=χ−∆− .          (2) 
Виходячи із (2), визначимо запізнювальну та 

випереджувальну функції Гріна ),( rrG ′σ
±

rr  за до-
помогою таких рівнянь: 

[ ] )(),()(22 rrrrGrkikr ′−δ=′χ−ε+∆ σ
±

rrrrr
m .   (3) 

В оберненому просторі, як випливає із (3), 
рівняння для )G ,( pp ′σ rr  має вигляд: 
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rде εp=(p–k)/k – помилка збудження; ),( ppG ′σ r  – 
запізнювальна функція Гріна, діагональна части-
на якої дозволяє визначити дисперсійне рівняння 
розсіяння рентгенівських променів у деформо-
ваному кристалі. Необхідно відзначити, що для 
деформованого кристала одержання дисперсій-
ного рівняння розсіяння зовсім не є тривіальною 
процедурою. Справа в тому, що при достатньо 
сильних деформаціях, коли застосування звичай-
ної теоріі збурень по полю зміщень )

 
(ru rr  вияв-

ляється неможливим, хвильове поле не можна 
розділити на сильну когерентну (брегівську) і 
слабкі некогерентні компоненти. Внаслідок чого 
для брегівських компонент, з урахуванням неко-
герентного фону, і некогерентних компонент стає 
неможливим отримати замкнені окремі диспер-
сійні співвідношення. Природним виходом із цієї 

ситуації є застосування гріновського формалізму, 
який дозволяє одержати дисперсійне рівняння 
без розділення хвильового поля на сильні і слабкі 
компоненти. Саме такий підхід використовував-
ся в роботі [9]. У цій роботі за допомогою діаг-
рамної техніки було показано, що дисперсійне 
рівняння розсіяння має вигляд:  

),(2 kpp
rrr Σ=ε ,                    (5) 

де величина prε  перенормована так, що εp=[p– 

–k(1+χ0/2)]/k. Праву частину в (5) можна 
представити у вигляді такого діаграмного ряду: 

Тут стрілка  відповідає функції Гріна рент-
генівських променів уумі )2/(1)(0 ppG

→p

 у вак ε=
r , 

відповідає величині 

1pp rr
−

пунктирна   стрілка
χ . По в х внутрішн озна них 

символом × і відмінних від p

сі іх індексах, п че
r , проводиться 

підсумовуванн . Із (6) безпосередньо видно, 
що ),( kp

я
rr

Σ  можна вважа асовим 
оператором, оскільки в діаграмний ряд, 
зображений вище, входять тільки топологічно 
зв′язані діаграми. Діаграмний ряд для ),( kp

ти м

rr
Σ  

був о ний у результаті підсумовування для 
функції ),( ppG ′σ

держа
rr  нескін числа діаграм. 

Цей ряд визначає аналітично точний вигляд 
дисперсійного рівняння. Однак для подальших 
досліджень, враховуючи малість prχ , досить 

ишити тільки перший член цього ряду, 
переписавши (5) у вигляді: ∑ −− εχ

ченного 

зал
χ=ε pppppp rrrrrr 2/(2

≠ pp rr
1

111

начимо, що використана в робот

) .           (7) 

Відз і діаграм-
на техніка оригинальна. Раніше, в оберненому 
просторі, гріновський формалізм був розробле-
ний тільки для дослідження динамічної дифрак-
ції рентгенівських променів у ідеальному крис-
талі [7]. Загальний вигляд дисперсійного рівнян-
ня (5) не залежить від величини і конкретного 
виду деформації, (згину, дислокації і т.ін.). 
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 Пошук  нового  підходу  в  динамічній  теорії  дифракції рентгенівських  променів 

Для пружно зігнутого кристала з постійним 
градієнтом деформації, при нормальному падінні 
у брегівському випадку, дисперсійне рівняння (7) 
можна перетворити до вигляду [10,11]:  
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де C, S – інтеграли Френеля, U2 – функція Лом-
меля двох змінних, µ1=γ-c∆, µ2=c∆, γ=t(νg/2R)1/2, 
c=0,5(2R/νg)1/2, ∆=-2|∆|+δz, t – товщина кристала, 
gr  – вектор оберненої гратки, R – радіус кривиз-

 кристала, ν – коефіцієнт Пуасона, ∆1 – розмір 
області повного внутрішнього відбивання в обер-
неному просторі. Дисперсійне рівняння (8) транс-
цендентне відносно величини δz, яка визначає 
добавку до величини k. Із рівняння (8), яке в за-
гальному випадку розв′язується чисельно, випли-
ває, що при слабких деформаціях, коли c∆>>1 і 
γ→0, для величини розщеплення |δ−δ=|δ∆ 21

zzz  
можна одержати такий вираз: 

ни

1∆

0
0 2 kc

kz ∆
γ

+∆=δ∆ ,                   (9) 

де ∆k0 – розщеплення для ідеального кристалла. 

 деформацій, коли c/ξg>>1 
і γ

/ξg. Із 

огерентне розсіяння рентгенівських про-
ме

ду до роз-
в′я

о для слабодеформованого кристала та-
ки

З ростом деформації, як видно із (9), величина 
∆δz зростає, що узгоджується із добре відомими 
результатами Като.  

У випадку сильних
>>1, розв′язок (8) має вигляд: 1

zδ ≈γ/c, а 2
zδ ≈ 

≈ )/( 2 γξc . Тут величина 1δ >>1/ξ тоді як < 

<1 цих оцінок випливає, що при сильних 
деформаціях дифракція рентгенівських променів 
може припинятися, оскільки з′являються такі 
точки збудження дисперсійних мод, які нахо-
дяться за межами двохвильової області. У цьо-
му випадку також виникнуть сильні антифазні 
квазісиметричні осциляції фазової функції роз-
поділу атомів. Це означає, що в сильнодефор-
мованому кристалі будуть утворюватися облас-
ті інтерференційного гасіння рентгенівського 
випромінювання. Внаслідок чого такий кристал 
буде розсіювати рентгенівські промені як 
ефективно "мозаїчний". 

 

g z g, 2
zδ

К
нів у сильно зігнутому кристалі 
Один із недоліків існуючого підхо
зку рівнянь Такагі-Топена полягає у відсутно-

сті, при достатньо сильних деформаціях, фізично 
простого наближеного методу розв′язку цих рів-
нянь.  

Якщ
й метод був відомий (ейкональне наближення 

Като), то для випадку великих градієнтів дефор-
мації використовувалися відповідні асимптотики 
гіпергеометричних функцій. У роботі [12] ця 
задача була розв′язана для згину параболічного 
виду у випадку симетричної Лауе-дифракції рент-
генівських променів, коли система рівнянь Такагі-
Топена має такий вигляд: 
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де D0, Dg – амплітуди заломленої і дифрагованої 

літуди D

хвиль, відповідно, R – радіус кривизни кристала, 
α – константа, що описує пружно деформаційні 
властивості кристала. При достатньо великих 
градієнтах деформації (В≥1м-1) для розв′язку (10) 
можна скористатися звичайною теорією збурень 
і шукати амплітуди D0, Dg у вигляді ряду по ма-
лому параметру )/( 2

ggR ξα . Тоді у нульовому на-
ближенні для амп 0 і в першому порядку 
для амплітуди Dg можна одержати такі вирази: 
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де A0 – амплітуда падаючої хвилі,Ф – комплекс-

ити, що малий параметр 

до параме

що в сильно деформова- 
 

ний інтеграл Френеля. 
Цікаво також відзнач

)( 2
ggξα  фактично є оберненим параметром 
тра ейкональної теорії Като, коли при 

слабких деформаціях використовується сингу-
лярна теорія збурень.  

Із (11) добре видно, 

/R
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ному кристалі область когерентності zког(R)= 
= gR α2 . За межами цієї області (z≥zког(R)) 
ди  рентгенівських променів практично 
припиняється і відбувається рефракція хвиль, 
сформованих в області когерентності. Можна 
вважати, що в області когерентності (z≤zког(R)) 
має місце кінематичний режим дифракції. Про це 
свідчить та обставина, що тут амплітуда дифра-
гованої хвилі змінюється приблизно по лінійному 
закону, досягаючи величини ког

gD ≈zког(R)/ξg, 

де z (R)<<ξ ; крім цього, при хвильового 
вектора sg(z)=g∆θ(z), де ∆θ(z)=αz/R, пов′язаний 
із величиною zког(R) співвідношенням: sg(zког)≈ 
≈1/zког(R). Як відомо, подібне співвідношення 
справедливе у випадку кінематичної дифракції 
рентгенівських променів в ідеальному кристалі, 
коли півширина кривої відбиття в імпульсному 
просторі обернено пропорційна розмірам крис-
тала. Отже, сильний згин кристала дійсно при-
водить до зменшення області когерентності. При-
чому, в кінематичному випадку дифракцію рент-
генівських променів у зігнутому кристалі ефек-
тивно можна розглядати як дифракцію в ідеаль-
ному тонкому кристалі, із заміною реальної тов-
щини кристала t на ефективну tеф=zког(R). 

Фізичний механізм міжгілкового розсі

фракція

ког g ріст 

яння 
рен

сіянні рентгенівських променів у си-
льн

тгенівських променів у пружно зігнутому 
кристалі 

При роз
о деформованому кристалі процеси міжгіл-

кового обміну відіграють суттєву роль. У роботі 
[13] для згину параболічного виду в симетрич-
ному випадку Лауе за допомогою оригінальної 
процедури була одержана система диференцій-
них рівнянь із урахуванням міжгілкового розсі-
яння рентгенівських променів: 
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де 1)/()( 2 +ω+ξεπ= gzzp

ξg, s

, ε= 2/( 22g g πξα

ω=s r  – вектор відхилення g-го

неної гратки від точного брегівського положен-
ня. Амплітуди A0(z), B0(z) для заломленої хвилі і 
Ag(z), Bg(z) для дифрагованої хвилі відповідають 
різним дисперсійним модам. Ці моди є розв′яз-
ками рівнянь Такагі-Хові-Уелана в ейкональному 
наближенні, тому будемо надалі їх називати 
ейкональними модами. Необхідно мати на увазі, 
що вивчення процесів міжгілкового обміну в 
рамках ейкональної теорії Като [6] виявляється 
неможливим. Це викликано тим, що точність 
ейконального наближення не дозволяє врахову-
вати експоненційно малі ефекти, до яких можуть 
приводити процеси міжгілкового розсіяння при 
достатньо слабких деформаціях. Тоді як при 
слабких, так і при достатньо сильних деформа-
ціях, ці процеси можна досліджувати за допомо-
гою системи диференційних рівнянь (12). Аналіз 
цієї системи показує, що міжгілкове розсіяння 
можна розглядати як процес обміну енергіями 
між ейкональними модами, які відповідають різ-
ним гілкам дисперсійної поверхні. Відзначимо, 
що обчислені за допомогою асимптотик точного 
розв′язку, в наближенні "квазікласичності", ам-
плітуди нових хвиль [3], що виникають внаслідок 
міжгілкового обміну, збігаються з відповідними 
амплітудами одержаними при 1<<ε  із системи 
(12). Це підтверджує зроблений боті висно-
вок про те, що міжгілкове розсіяння є результа-
том динамічної взаємодії ейкональних мод. 

Безпосередньо із (11) випливає, що міжгілк

 вузла об

 у ро

р

ове 
розсіяння ефективне в межах області ∆z≈ξg/επ, 
яка визначає розміри області когерентності бага-
тогократного розсіяння рентгенівських променів. 
У випадку сильних деформацій, коли ε>>1 і має 
місце кінематичний режим дифракції, величина 
∆z<<zког(R), де zког(R)= gR α2  – розмір області 
когерентності рентгенів оменів у сильно 
зігнутому кристалі (див.[12]). Через малий роз-
мір ∆z амплітуди дифрагованих хвиль, що беруть 
участь у міжгілковому обміні і формуються у 
межах ∆z заломленою хвилею, будуть малі. Тому 
міжгілковим обміном дифрагованих хвиль можна 
знехтувати і вважати, що у сильно зігнутому 

ських п

( )
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кристалі міжгілкове розсіяння суттєве тільки для 
хвиль заломленого пучка. 
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