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ІНВАРІАНТНІ  РОЗВ'ЯЗКИ  ЗАДАЧІ   
ПРО  ВОДНЕВУ  ПАСИВАЦІЮ КРЕМНІЮ 

У роботі представлені результати дослідження системи еволюційних рівнянь, що описують 
процес водневої пасивації кремнію. З використанням теорії груп Лі визначено явний вигляд 
інфінітезимальних операторів, що допускаються системою при постійному коефіцієнті дифузії 
атомів водню у зразку. Проведено класифікацію інваріантних розв'язків і редукцію вихідної 
системи до систем звичайних диференціальних рівнянь. Продемонстровано можливість аналі-
тичного розв'язання задачі про пасивацію. 

In the given paper results of investigations of evolution equations' system describing hydrogen 
passivation of silicon are presented. Using Lie group theory the explicit form of infinitesimal opera-
tors admitted by the system under constant hydrogen atom diffusivity in the sample is determined. In-
variant solutions' classification and given system's reduction to the systems of ODEs are carried out. 
Possibility of analytical solution of passivation problem is shown.  

Пасивація структурних дефектів у напівпро-
відниках є одним з поширених методів поліп-
шення електрофізичних характеристик матеріалів 
сонячної енергетики [1]. Зокрема, для полікрис-
талічного кремнію, який володіє розвинутою 
структурою дефектів різного типу, пасивація в 
атмосфері атомарного водню значно покращує 
його електрофізичні параметри [2]. У багатьох 
випадках для визначення оптимальних умов па-
сивації необхідно проводити на основі адекватної 
моделі комп'ютерне моделювання процесів, що 
протікають у системі. Задача про пасивацію крем-
нію чисельно розв'язувалася в [3], проте не було 
враховано механізму розпаду комплексів "дефект-
водень" [2], можливості участі в елементарному 
акті взаємодії декількох атомів водню [4] і залеж-
ності початкової концентрації дефектів від коор-
динати. Метою даної роботи є дослідження сис-
теми нелінійних диференціальних рівнянь, що 
описують процес водневої пасивації кремнію в 
найбільш загальному випадку, з використанням 
математичного апарату теорії груп Лі [5]. 

Розглянемо квазіхімічну реакцію водневої 
пасивації кремнію у вигляді: 

mH+T1 →
b
a

←  pT2,                       (1) 

де H – атомарний водень, T1 – складний дефект 
(взагалі кажучи, багатовалентний і такий, що 
вміщує також атоми H як складові), T2 – пасиво-
ваний дефект (не обов'язково електронейтраль-

ний), a>0, b≥0 – константи швидкості прямої і 
зворотної реакції відповідно, m>0, p>0 – раціо-
нальні стехіометричні коефіцієнти. 

Одномірна диференціальна модель, що відпо-
відає (1), має вигляд наступної системи еволю-
ційних рівнянь: 
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де u, v – концентрації вільного водню і пасиво-
ваних дефектів, K=K(x,u,v) – коефіцієнт дифузії 
водню, N(x) – початкова концентрація дефектів, 
F=F(x,t,u,v) – швидкість надходження водню у 
зразок, нижні індекси t і x позначають часткові 
похідні по часу і координаті. 

Координати (ξ,τ,φ,η) інфінітезимального опе-
ратора 

,vutxX ∂η+∂ϕ+∂τ+∂ξ=             (3) 
що утворює групу, яка допускається системою 
(2), можуть бути знайдені згідно [5]. При цьому 
вигляд функції F не завжди довільниq і може бути 
визначеним на основі групової класифікації (2) 
по F [5,6]. 

Результати такої класифікації для різних зна-
чень вхідних параметрів (b, m, p, N, F) системи 
(2) при 

0const≠=K                       (4) 
наведені в таблиці 1, де використано такі позна-
чення: 
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Таблиця 1. Координати (ξ,τ,φ,η) інфінітезимального оператора X в залежності від параметрів (b, m, p, N, F) системи (2). 

№ b m p N(x) F ξ τ φ Η 
1 ∀ ∀ ∀ ∀ ∀F(x,u,v) 0 C3 0 0 
2 ∀ ∀ ∀ C6 ∀F(t) C2 0 0 0 
3 0 ∀ ∀ ∀ ∀F(t) C2 0 0 pC2Nx 

4 ∀ ∀ ∀ C6 ∀F(u,v) C2 C3 0 0 

5 0 ∀ ∀ ∀ ∀F(u) C2 C3 0 pC2Nx 

6 ∀ ∀ m+1 N0 C5ξ0–2(m+1)/m ξ0 τ0 φ0 η2 
7 ∀ ∀ m+1 N0 C5 τ0 –(m+1)/m ξ0 τ0 φ0 η0 
8 ∀ ∀ m+1 N0 C5 u m+1 ξ0 τ0 φ0 η0 
9 ∀ ∀ m+1 N0 C5 v m+1 ξ0 τ0 φ0 η0 

10 ∀ 1 1 N1 C5 ξ0–4 ξ0 τ0 φ1 η1 
11 ∀ 1 1 N1 C5 τ0–2 ξ0 τ0 φ1 η1 
12 ∀ 1 1 N1 C5 (u+b/a)2 ξ0 τ0 φ1 η1 
13 ∀ 1 1 N1 C5(N1–v)2 ξ0 τ0 φ1 η1 
14 0 ∀ ∀ ∀ C5 ξ0–2(m+1)/m ξ0 τ0 φ0 η2 
15 0 ∀ ∀ ∀ C5 τ0 –(m+1)/m ξ0 τ0 φ0 η2 
16 0 ∀ ∀ ∀ C5 u m+1 ξ0 τ0 φ0 η2 
17 0 ∀ ∀ ∀ C5(pN–v)m+1 ξ0 τ0 φ0 η2 
18 0 ∀ ∀ N0 C5 v m+1 ξ0 τ0 φ0 η0 
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де С1...С6 - деякі постійні. 
Знання координат інфінітезимального опера-

тора (3) для конкретного набору вхідних пара-
метрів гарантує зведення (2) до системи звичай-
них диференціальних рівнянь шляхом процедури 
редукції [5]. Це означає, що за допомогою даних 
таблиці 1 може бути отримана скінчена кількість 
інваріантних розв'язків задачі про водневу паси-
вації при умові незмінного коефіцієнту дифузії 
атомів водню (4). 

 З аналізу таблиці 1 також випливає, що для 
вихідної системи рівнянь існують стаціонарні, 
бездифузні, автомодельні розв'язки та розв'язки 
типу біжучої хвилі. 

Система для знаходження стаціонарних (при 
t→∞) розв'язків визначається згідно оператора 
№1 і має вигляд: 
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Бездифузні (K→0) розв'язки (2) визначаються 
згідно операторів №2-5 таблиці 1: 

а) для N=const, ∀b: 
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б) для N=N(x), b=0: 
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де q=N(x)–v/p – диференціальний інваріант. 
Біжучі хвилі для вихідної системи – це роз-

в'язки (№ 4,5 таблиці 1), залежні від інваріанту 
z=x–ct, де с≠0 – швидкість біжучої хвилі [5]. 

Система для їх визначення має вигляд: 
а) при N=const, ∀b: 







−−=−

+=−−

;)/(

,),,(
pm

z

zzzz

bvpvNaucv

KuvuzFcvcu
          (9) 

б) при N=N(x), b=0, q=N(x)–v/p: 
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Автомодельні розв'язки для системи (2) зна-
ходяться після переходу до набору інваріантів 
(C1=1, C3=0): 

,)( 2/1
2

−+= tCxz                   (11) 
а) № 7-9, 18 таблиці 1: 

,, // 11 mm vtqutw ==               (12) 
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б) № 6, 14-17 таблиці 1: 
,])([, // 11 mm tvxpNqutw −==       (13) 

в) № 10-13 таблиці 1: 
.])([,)/( tvxNqtabuw −=+=        (14) 

Наприклад, після редукції системи (2) інварі-
антами оператора №17 маємо наступну систему 
рівнянь: 
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Отримані після редукції системи звичайних 
диференціальних рівнянь у багатьох випадках 
можуть бути розв'язані аналітично. 

Так, наприклад, загальний розв'язок (8) при 
m=1 має вигляд: 
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де ∫ ∫ ∫−=+= ,))(exp(,)()( 7 dtdttRkQCdttFtR  С7, 
С8 – постійні, що визначаються з початкових 
умов, k=a/p. 

Загальний розв'язок системи (10) при m=1 для 
F(z), що задовольняє умові 

,)2/()()/(2)( 3∫ −= czKFaKpcdzzF    (16) 

для функцій u і v може бути представлений у 
параметричному виді: 
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де k – параметр, F0=const – величина, яка харак-
теризує потужність джерела атомів водню, С9, 
С10 – постійні, що визначаються з початкових 
умов. 

У випадку F=F(z) система (6) може бути без-
посередньо проінтегрована: 
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де C11, C12 – постійні, які визначаються з гранич-
них умов, а точний вигляд загального розв'язку 
для v(x) залежить від конкретних значень постій-
них a, b, m, p і вигляду функції N(x). 

Отже, в роботі проведено аналіз системи ево-
люційних рівнянь, що описують процес водневої 
пасивації кремнію, за допомогою теорії груп Лі. 
Визначені координати допустимих інфінітези-
мальних операторів, на основі яких проведено 
класифікацію інваріантних розв'язків. Для всіх 
типів інваріантності виконано процедуру редукції 
вихідної системи до систем звичайних диферен-
ціальних рівнянь, для яких продемонстровано 
можливість існування аналітичних розв'язків. 
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