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ДОСЛІДЖЕННЯ  ДИФРАКЦІЇ  ОПТИЧНОГО  ВИПРОМІНЮВАННЯ 
НА  СЕРВЕТКАХ  СЕРПИНСЬКОГО 

Подано результати теоретичних і експериментальних досліджень особливостей у полі випро-
мінювання, дифрагованого на серветках Серпинського. Встановлено, що елементи будови серве-
ток Серпинського повторюються у дифрагованому полі. Для серветок Серпинського 4-го рівня 
у дифрагованому полі спостерігаються зашумлені зображення фракталів від 1-го до 3-го рівнів. 
Результати експерименту добре узгоджуються з результатами комп'ютерного моделювання. 

The results of a theoretical and experimental investigation concerning to some peculiarities of repro-
duction of the Sierpinski's carpets structure at the diffracted optical field are represent. The elements 
of Sierpinski's carpet are reproduced in the diffracted field. For the input fractal of the 4th level, image 
fractals of all levels from 1 to 3 are observed at the diffracted field, and the image is noised. The experi-
mental results are shown to be in a good agreement with the ones obtained through computer simulation. 

Фрактальна геометрія природних і штучних 
об'єктів, розвинута відомим математиком Бенуа 
Мандельбротом [1], привернула увагу вчених 
багатьох галузей природничих наук. 

З погляду оптиків цікавою є задача дистанцій-
ної діагностики фрактальних об'єктів за полем 
оптичного випромінювання, яке дифрагувало на 
них. Такі дослідження провела група японських 
вчених під керівництвом професора Асакури [2]. 
Вони досліджували самоподібність, фрактальну 
розмірність, спектр потужності поля дифрагова-
ного випромінювання [3,4]. 

Відомо, що поле оптичного випромінювання, 
дифрагированого на періодичних структурах, 
на певних відстанях відтворює їх будову. У праці 
[5] показано, що у полі, дифрагованому на смугах 
Кантора, є області, аналогічні зонам саморепро-
дукції. Очевидно, щось подібне слід очікувати і 
для двовимірних фракталів. 

У даній роботі приведені дослідження особ-
ливостей у полі оптичного випромінювання диф-
рагованого на серветках Серпинського. 

Процедура побудови серветок Серпинського 
згідно праці [6] така. Спочатку розглядаємо ква-
драт одиничної площі і ділимо його на b2 ква-
дратиків. Потім вилучаємо a квадратиків і зали-
шається b2–a ділянок. Така процедура є одинич-
ним кроком побудови серветки Серпинського і 
називається генератором цього фрактала. Повто-
рюючи крок генерації N разів, будемо мати сер-

ветку Серпинського N-го рівня. Виходячи з такої 
процедури, фрактальна розмірність df серветок 
Серпинського визначиться як 

b
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Коли b=3, a=1, то маємо df=1,893. 
Амплітуду поля, що отримується у результаті 

дифракції плоскої хвилі на килимку Серпинсько-
го, можна розрахувати, використовуючи дифрак-
ційний подвійний інтеграл Релея-Зомерфельда [7]: 

( ) ,),,,(exp

,,,

),(),(
)(3

dxdyyxikR

yxR

yxF
i
zU

ζξ−×

×
ζξλ

=ζξ ∫∫
             (2) 

де F(x) – апертурна функція, що відповідає ам-
плітудному пропусканню килимка Серпинського, 

( ) 222 )(),,,( ζ−+ξ−+=ζξ yxzyxR  – відстань 
від точки на фракталі до точки на площині спо-
стереження, z – відстань між площиною, в якій 
розміщений фрактал, і площиною спостереження, 
x, y, ξ, ζ – прямокутні координати на площині 
об'єкта і на площині спостереження відповідно, 
k=2π/λ – хвильове число. На противагу дифрак-
ційному інтегралу Кірхгофа, співвідношення (2) 
можна застосовувати для довільних відстаней від 
об'єкта до площини спостереження. 

У нашому дослідженні ми заміняємо інтегру- 
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Рис.1. Схема експерименту. 

вання сумуванням, поділяючи об'єкт і поле диф-
ракції у площині спостереження на елементарні 
площинки зі стороною ~0,1λ. 

Розподіл інтенсивності I(ξ,ζ)=|U(ξ,ζ)|2 зна-
ходиться з розрахованої величини амплітуди у 
полі U(ξ,ζ). 

Експериментальні дослідження виконувалися 
у схемі, наведеній на рис.1. Плоска хвиля, сфор-
мована телескопічною системою L1–L2 з випромі-
нюванням He-Ne-лазера (λ=0,6328 мкм), освітлює 
досліджуваний фрактал F. Довільна площина 
дифрагованого поля DF проектується об'єкти-
вом L3 на площину прийому ССD камери. Далі 
розподіл інтенсивності поля вводиться у комп'ю-
тер. Досліджувані фрактали виготовлялися фото-
літографічним методом у вигляді фотошаблона 
розміром 2×2 мм. 

Наведено експериментально отримані (рис.2a) 
і розраховані (рис.2б) розподіли інтенсивності 
поля дифрагованого на серветці Серпинського 
4-го рівня для різних зон реєстрації. Спостеріга-
ється задовільний збіг теорії і експерименту. 

Для кількісного аналізу експериментальних 
результатів і комп'ютерного моделювання корис-
ним виявилося використання взаємної поздовж-
ньої кореляційної функції інтенсивності дифра-
гованого поля I(ξ,ζ,z) і розподілу пропускання 
досліджуваного транспаранта I0(ξ,ζ): 
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Для експериментального вимірювання функ-
ції поздовжньої взаємної кореляції у площину 
DF (рис.1) розміщався транспарант і мірялась 
сумарна інтенсивність випромінювання, що прой-
шла через систему. На рис.3 показані функції 
поздовжньої взаємної кореляції поля, дифраго-
ваного на серветці Серпинського 4-го рівня, і 
транспарантами чотирьох типів: регулярними 
транспарантами з розміром елементів 25 мкм, 
74 мкм, 222 мкм, що є складовими будови сер-
ветки Серпинського 4-го рівня і серветкою Сер-

пинського 4-го рівня. Спостерігається періодич-
на кореляція дифрагованого поля з регулярними 
структурами. Це свідчить про існування в полі, 
дифрагованому на серветках Серпинського, зон, 
аналогічних зонам саморепродукції, притаман-
ним регулярним структурам. Розташування цих 
зон визначається співвідношенням: 

λ= /)3(2 2dmz ,   m ,         (4) ,....3,2,1=
d – розмір елемента регулярної структури. На 
рис.2 у дифрагованому полі для z=18 мм видно 
саморепродукцію мінімальних елементів фракта-
ла як для розрахованих, так і для експеримен-
тально отриманих полів. 

Окрім саморепродукції, у дифрагованому полі 
виявлено ефект пониження рівня фракталу. Так, 
міряючи функцію поздовжньої кореляції поля 
дифрагованого на серветці Серпинського 4-го 
рівня і транспаранта у вигляді серветки Серпин-
ського нижчих рівнів, отримали максимуми коре-
ляційної функції для зони реєстрації, що визна-
чається таким співвідношенням: 

λ−≈ +− /3)( 21
min

)( dnNz n
n

N ,          (5) 
де N – рівень фрактала-об'єкта, n – рівень фрак-
тала в полі, dmin – мінімальний елемент фрактала. 

На рис.4 наведено інтенсивності розрахованих 
і експериментально отриманих дифрагованих 
полів для зон реєстрації, яким відповідають мак-
симуми функцій поздовжньої взаємної кореля-
ції для транспарантів 3-го (рис.4a, z=9 мм) і 2-го 
(рис.4б, z=63 мм) рівнів. У цих полях прогляда-
ються зашумлені контури фракталів 3-го і 2-го 
рівнів. Застосування процедури вейвлет-перет-
ворення дозволяє дещо поліпшити зображення 
фракталів. Ми використовували стандартний па-
кет MatLab-6, програму Wavelet Toolbox, проце-
дуру 2-D Denoising. 

Отже, у полі оптичного випромінювання, диф-
рагованого на серветках Серпинського, теоре-
тично і експериментально ми спостерігали само-
репродукцію елементів будови фракталу і пони-
ження його рівня з віддаленням зони реєстрації. 
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Рис.2. Інтенсивності експериментально отриманих (a) і розрахованих (б) полів, дифрагованих на серветці Сер-
пинського 4-го рівня. 
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Рис.3. Функції поздовжньої взаємної кореляції для регулярних транспарантів з розміром елементів 25 мкм (a),  
74 мкм (б), 222 мкм (в) і серветки Серпинського 4-го рівня (г). 
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Експеримент 
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Рис.4. Експериментально отримані інтенсивності дифрагованих полів в зонах пониження рівня фракталу  z=9 мм (a), 
z=53 мм (б) та вейвлет-перетворення від них. 
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