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КЛАСИЧНА  ТЕОРІЯ  ВИПРОМІНЮВАННЯ  ЗАРЯДЖЕНИХ  ЧАСТИНОК. 
I.  ЗАПІЗНЮЮЧІ  І  ВИПЕРЕДЖАЮЧІ  ПОТЕНЦІАЛИ   
ТА  НАПРУЖЕНОСТІ  ЕЛЕКТРОМАГНІТНОГО  ПОЛЯ   

І  МЕТОД  СИЛИ  САМОДІЇ  ЛОРЕНЦА 

Дана робота є узагальненням і подальшим розвитком досліджень авторів в області випромі-
нювання заряджених частинок, що рухаються в електромагнітних полях, у ізотропних непоглина-
ючих середовищах і у вакуумі. Отримано інтегральні вирази для запізнюючих і випереджаючих 
потенціалів та напруженостей електричного і магнітного полів у середовищах. Методом сили са-
модії Лоренца досліджені миттєва і середня потужності випромінювання заряджених частинок, 
що рухаються вздовж довільної траєкторії у непоглинаючому ізотропному середовищі і у вакуумі. 

Тhe work is the generalization and further development of the studies of the authors in the field of the 
radiation of charged particles moving in electromagnetic fields in nonabsorbablee isotropic medium and 
vacuum. The integral expressions for retarded and advanced potentials and intensities of electric and 
magnetic fields in media are obtained. The expressions of the momentary and average radiation power 
of the charged particles moving on an arbitrary trajectory in nonabsorbable isotropic medium and va-
cuum are studied by using the Lorentz's self-interaction method. 

Вступ 
Одним з нерозв'язаних питань класичної тео-

рії заряджених частинок є дослідження впливу її 
власного електромагнітного поля на закон руху і 
на величину потужності випромінюваної енергії. 
Послідовне дослідження цього питання повинно 
включати розгляд структури електрона і його 
власного поля. Перша спроба такого досліджен-
ня на основі чисто електромагнітної моделі за-
рядженої частинки запропонована Абрагамом 
(1903) і Лоренцом (1904) [1]. 

У методі сили самодії Лоренца вирази для 
сили реакції випромінювання і електромагнітної 
маси електрона, які входять у нерелятивістські 
рівняння руху Абрагама-Лоренца, розраховують 
за допомогою запізнюючих потенціалів [1-3]. 
Очевидні недоліки підходу Абрагама-Лоренца – 
нерелятивістська природа моделі і той факт, що 
чисто електромагнітна маса електрона входить 
у рівняння руху із невірним коефіцієнтом elm4 . 

Сили притягання, які описують натяги н-
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е, повинні компенсувати електростатичні сили 
відштовхування, щоб забезпечити стійкість за-
рядженої частинки [1,3]. Проблема полягає у 
тому, що натяги Пуанкаре неможливо безпосе-

редньо ввести  рівняння електродинаміки, а 
також у гамільтоніан [4]. 

Дірак, виходячи з ряду гіпотез [5], побудува
вий варіант класичної релятивістської теорії 

точкового електрона. Реакцію випромінювання 
Дірак визначив, використовуючи у розрахунках 
напіврізницю запізнюючих і випереджаючих по-
тенціалів. Електромагнітна м са електрона пере-
творюється у нуль (mel=0), якщо електромагнітне 
поле визначається через напіврізницю запізнюю-
чих і випереджаючих потенціалів. При довільних 
інших комбінаціях (лише запізнюючі, лише ви-
переджаючі, напівсума запізнюючих і випере-
джаючих потенціалів) власна польова маса точ-
кової частинки перетворюється у нескінченність. 

Отже, можна розглядати такі електродина-
міки: 

1)  електродинаміка запізнюючих взаємодій, 
2)  е

 електродинаміка напівсуми запізнюючих
ереджаючих взаємодій (електродинаміка 
а-Фейнмана), 

4)  електродинаміка напіврізниці запізнюючих 
і випереджаючих в

а). 
У методі біполя Соколова [2,4] із запізнюю-
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чого поля відраховується напівсума запізнюю-
чо

в і гіпотези Дірака [5] у класичній тео-
рії

ільки запізнюючими 
по

переджаючі потенціали порушують наші 
уя

изнача-
єть

инку поля, яке визначається згідно 
з г

енні декількох конкрет-
ни

], для дослідження спектрально-
кут

ля заряджених ча-
сти

чат

го і випереджаючого полів, щоб прийти до 
гіпотези Дірака [5], тобто до гіпотези непольо-
вої маси. 

На важливість використання випереджаючих 
потенціалі

 точкового електрона вказують автори дослі-
джень [6-10] і автори інших робіт. Ці дослідження 
мають важливе значення для встановлення по-
слідовної вільної від розбіжностей класичної 
електродинаміки [5, 9-10] 

За результатами праці [11], система зарядів, які 
рухаються і описуються т
тенціалами, повинна випромінювати завжди, 

а система, яка описується випереджаючими по-
тенціалами, повинна завжди поглинати. Обмін 
енергії між зарядами і полем в обох напрямках 
може бути описаний тільки при одночасному 
використанні як запізнюючих, так і випереджаю-
чих потенціалів. Автор праці [11] доходить ви-
сновку, що у рамках класичної електродинаміки 
зарядів, зокрема, можливі стаціонарні електронні 
орбіти. 

У праці [12] відкидається точка зору, згідно з 
якою ви
влення про причинність і внаслідок цього не 

можуть бути використані для опису реальних 
явищ. Основний висновок праці [12] виражається 
у формулюванні, згідно з яким запізнюючі роз-
в'язки визначають хвилю, яка генерується даним 
джерелом і виходить із системи, а випереджаючі 
розв'язки хвилю, яка встановлюється системою 
струмів або зарядів і входить у систему. 

Застосований у працях [13-26] метод сили 
самодії, в якому власне електричне поле в

ся через напіврізницю запізнюючих і випере-
джаючих потенціалів (гіпотеза Дірака), дозволив 
розрахувати роботу сили самодії за одиницю часу 
як у вакуумі, так і в ізотропних непоглинаючих 
середовищах. 

Проведені дослідження показали, що дія на 
заряджену част

іпотезою Дірака, зумовлює два ефекти: випро-
мінювання електромагнітних хвиль і появу енер-
гії прискорення [13,24]. 

Поняття енергії прискорення вперше ввів 
Шотт (1912) при дослідж
х видів руху, у тому числі при русі в постійному 

електричному полі, коли швидкість заряду завжди 
паралельна полю (при гіперболічному русі) [1,3, 
27-29]. При гіперболічному русі згідно з Шоттом 
енергія випромінювання повністю отримується 
із енергії прискорення [27-28]. 

Дана робота є узагальненням і подальшим 
розвитком методу сили самодії Лоренца, розроб-
леного у [14-26

ових і спектральних розподілів випромінюван-
ня заряджених частинок, які рухаються в електро-
магнітних полях в ізотропних непоглинаючих 
середовищах і у вакуумі. Послідовно досліджено 
запізнюючі і випереджаючі потенціали і поля 
заряджених частинок, що рухаються в електро-
магнітних полях у ізотропних непоглинаючих 
середовищах і розглянуто інші важливі питання 
класичної електродинаміки. 

Запізнюючі і випереджаючі потенціали та 
поля у ізотропних непоглинаючих середовищах 

Власні електромагнітні по
нок можна визначити, знаходячи розв'язки 

рівнянь Максвела при заданих граничних і по-
кових умовах. Виходимо із рівнянь Максвела 

для середовищ [1], записаних у системі СГС: 

t
D

c
j

c
H

∂
∂

+
π

=
r

rr 14rot ,                    (1) 
r

πρ= 4div D

t∂

,                            (2) 
B

c
E ∂

−=
r

r 1rot
r

.                           (4) 
Система рівнянь Максвела для 
визначеною, якщо відома залежність між векто-
ром індукції електричного п

середовища буде 

,                       (3) 

0div =B

оля D
r

 і напружені-
стю електричного поля E

r
, між вектором індукції 

магнітного поля B
r

 і напруженістю магнітного 
поля H

r
. Щоб описати лектричний стан речо-

вини, необхідно поряд  полями ввести ще дві 
функції координат часу: густину заряду ρ та гус-
тину с уму j

е
 з

 і 
тр

r
. Якщо швидкість заряду в деякий 

момент часу V
r

, тоді густина струму дорівнює 
Vj
rr

ρ= .                         (5) 
З рівнянь Максвела (1), (2) легко вивести рів-

няння неперервності 
∂ρr

х заряджених частинок у 
заданому електромагнітному 
густиною сили Лоренца 

полі визначається 

0div =
∂

+
t

j .                        (6) 

З іншого боку, ру







 ×+ρ= ][1 BV

c
Ek

rrrr
,                (7) 

r
 – густина сили, яка діє на густину заряду 

ρ, c – швидкість світла у вакуумі. 
 kде
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У релятивістській динаміці рівняння руху за-
рядженої частинки набуває такого 

r
вигляду: 

 вла-

{ } rdBVcErdp
dt
d

dt
pd rrrrrr

∫∫ ×+ρ== − ])[( 1
0 ,   (8) 

rде p
'

 сне selfE
r

, selfB
r

 і зовнішнє extE
r

, extB
r

 [1]: 
extself EE
rrr

+= ,    extselfB
rrr

+= .    (9) 
Вибі поля у співвідношеннях (8)

 – релятивістський імпульс частинки. 
Розіб ємо повне електромагнітне поле на

E BB

льової женої 
р власного , (9) 

зумовлює величину по  маси заряд

що

частинки і вигляд сили радіаційного тертя у рів-
няннях руху [1-5]. 

Рівняння руху точкової зарядженої частинки 
отримують з (8), як rrr ))((),( trrqtr p−δ=ρ

( ){ ( )[ ]xtselfextself cEEq
dt

rrrr
++= −

: 

}eBBVpd rr

+×1

    (11) 

,   (10) 

де 
22

0

/1 cV

Vm
p

−
=

r
r .

Тут тинки, m0 – маса спокою час-

                                       

 q – заряд час
тинки, )(trp

r  – закон руху точкової зарядженої 

о втр
вання малі у порівнянні з її власною 

ен

частинки. 
Якщ ати енергії зарядженої частинки на 

випроміню
ергією, тоді власними полями у рівняннях руху 

можна знехтувати і вони набувають вигляду: 

{ }][1 extext BVcEq
dt
pd rrrr

×+= − .         (12) 

ою чергу, 
Рівняння руху (12) дозволяють отримати закон 

руху зарядженої частинки, який, у св
дозволяє задати функції джерел ),( t rj r

r
 і ),( t rrρ  

у рівняннях Максвела. 
Власне електромагнітне поле з ени -

тинок, які рухаються у нескінченному
арядж х час

 просторі, 
визначимо, розв'язавши рівняння Максвела мето-
дом перетворень Фур'є. Запишемо багатовимірні 
перетворення Фур'є, які задають зв'язок між про-
стором оригіналів на },{ t rr  і простором зобра-
жень на },{ ωk

r
: 

dt rE = ∫
∞∞ rrrrr

(
1),( ( )tirkikEdk ω−ωω
π

∫
∞−∞−

rr
exp),(

)2 4 ,   (13) 

    (14) 

а для 

( ) ( )tirkitrEtdrdkE ′ω+′−′′′′=ω ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

srrrrrr
exp,),( ,

rrrr
 визна-j  B H D ,,,, ρ  

 через (13) і  E
r

 треба кож- 

ного разу замінювати відповідною величиною, r
k  – хвильовий вектор, ω – циклічна частота. 
Використовуючи повноту системи функцій 

}exp{ tirki ω/−
rr , запишемо рівняння Максвела у 

просторі зображень: 

[ ] ),(),(4),( ω
ω

−ω
π

=ω× kD
c

ikj
c

kHki
rrrrrrr

rrrr

,   (15) 

( ) ),(4),( ωπρ=ω kkDki ,                  (16) 

[ ] ),(),( ω
ω

=ω× kB
c

kEk
rrrrr

rrr

,                  (17) 

( ) 0),( =ωkBk .                                  (18) 
Рівняння зв'язку між векторами електричної і 

магнітної індукції і напруженостями електрично-
го й магнітного полів відповідно для неоднорід-
них ізотропних середовищ у просторі зображень 
з урахуванням дисперсії можна записати у ви-
гляді: 

),(),(),( ωωε=ω kEkkD
rrrrr

,              (19) 

),(),(),( ωωµ=ω kHkkB
rrrrr

,             (20) 
де ε – діелектрична проникність, µ – магнітна 
проникність. 

Рівняння (1)-(4), (15)-(20) справедливі для 
випадку, коли середовища, які знаходяться в 
електромагнітному полі, нерухомі, а величини ε і 
µ не залежать від векторів поля. 

Введемо потенціали 

AB
rr

rot= ,   
t
A

c
E

∂
∂

−ϕ−=
r

r 1grad .       (21) 

Запишемо рівняння (21) у просторі },{ ωk
r

 
)],([),( ω×=ω kAkikB

rrrrr
,                (22) 

),(),(),( ω
ω

+ωϕ−=ω kA
c

ikkikE
rrrrrr

.      (23) 

Врахуємо співвідношення (22)-(23) і умову калі-
бровки Лоренца у просторі зображень 

0),(),(),(),( =ωϕω
ωµωε

−ω k
c

kkkAk
r

rr
rrr

.   (24) 

Тоді для випадку ізотропного неоднорідного не-
поглинаючого безмежного середовища запізнюю-
чі і випереджаючі потенціали, з урахуванням час-
тотної і просторової дисперсій, після ряду пере-
творень, аналогічних проведеним у праці [1], за-
пишуться у такому вигляді: 

( ) ×ω′′
π

=ϕ ∫∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
dkdtdrdt radvret rrr

34
1,,  перетворення Фур'є

чаються  (14), тільки
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ttirrki
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∞∞∞∞1,, t rA advret rrr

5) 

×ωµω′′
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2
2 ),(

)()(exp),(

ω
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c
 knk
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c
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r
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)2α±i
.     (26) 

Тут α – нескінченно мала вели
творюється у нуль після розрахунку інтегралу, 

чина, яка пере-

(n
rrr

Рис.2. Контур у випадку випереджаючих потенціалів. 
 

 випадку випереджаючих потенціалів за-
 на),(),(), ωµωε=ω  k k k . 

Запізнюючі і випереджаючі потенціали елект-
ромагнітного поля в однорідному ізотропному 
непоглинаючому середовищі при врахуванні час-
тотної дисперсії можна переписати у вигляді: 

{ }rrr
=ϕ ),(),,( ,, t rAt r advretadvret  

×ω′′
π

= ∫∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
dkdtdrd

rr
34

1 ×


 µ

ωε
′′ρ t r ,

)(
),(r   

c
′′ω t rj ),()( rr

× −α±ω−
ci  





  ω ω )()( nn

[ ])()(exp
)(2

ttirrki
kn

c ′−ω−′−
ω

×
srr .      (27) 



 



+α±ω×
−− 11 kkci

Для однорідних середовищ, враховуючи пар-
ність і плавність залежності функцій ε(ω), µ(ω) і 
n(ω) від частоти, проінтегруємо по част
дом теорії лишків [1,30]. Для запізнюючих потен-
ціа к C напівпло-
щині комплексної площини ω (рис
ку, коли Re{iω(t'-t)}<0 при t>t' інтеграл по не-
скінченному напівколу у нижній напівпл
робить внеску [1,30]. 

оті мето-

лів замкнемо онтур ret у нижній 
.1). Для випад-

ощині не 

 
ω  площина

Cret

–

 

− −−kcn i1 α kcn i− −1 α

Cadv

− +−kcn i1 α kcn i− +1 α

ω – площина

 

У
мкнемо контур у верхній півплощині комплекс-
ної

Тоді після використання методу теорії лиш-
ків [30] при інтегруванні по ω вирази запізнюю-
чих і випереджаючих потенціалів можуть бути
подані у вигляді: 

 площини ω (рис.2). Для випадку Re{iω(t'-
t)}>0 при t'>t інтеграл по нескінченному напів-
колу у верхній напівплощині ω не робить внеску 
[1,30]. 

{ }=ϕ ),(),,( t rAt r retret rrr  

[ ] ×
ω

′′
π

= ∫∫∫
∞

∞−∞−

∞

∞− kkn
ckdtdrd

t

)(2
1

2

rr  

( )
( )

×






 ′′ωµ

ωε
ρ

×
c

t rjk
k
t r ),()(,
)(
),(

rrr

 

[ ] [ ]( )


 ′−
ω

′−× tt
kn

ckrrki
)(

sin)(exp srr ,     (28) 

{ }=ϕ ),(),,( t rAt r advadv rrr  

[ ] ×
ω

′′
π

= ∫∫∫
∞

∞−

∞∞

∞− kkn
ckdtdrd

t )(2
1

2

rr  

( )
( ) 


 ′′ωµ′′ρ

×
t rjkt r ),()(),( rrr






×



 ωε ck
,

)(
 

[ ] [ ]( )







−′

ω
′−× tt

kn
ckrrki

)(
sin)(exp srr .    (29) 

Перейдемо до сферичної системи координат: 
ϕθ= cossinkkx ,   ,      (30) ϕθ= sinsinkk y

θ= coskkz ,          ω
ω

=
c

nk )( .         (31) 

Тоді перепишемо запізнюючі і випереджаючі по-
тенціали у вигляді: 

{ }=ϕ ),(),,( t rAt r retret rrr  
Рис.1. Контур у випадку запізнюючих потенціалів. 

π
∫∫∫∫∫

∞−∞−
sin)(

2 000
2

ddndtdrd
c

 ×θθϕωωω′′=
ππ∞∞1 2tr
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×






 ′′ωµ

ωε
′′ρ

×
c

t rjt r ),()(,
)(

),( rrr

 ункцій

( ) ×



 ′−ϕ+′−ϕθω

ω
× )(sin)(cossin)(cos yyxx

c
n  

)(sin)(cos)(cos ttzz
c

n ′−ω



 ′−θω

ω
×

rrr

,    (32) 

{ }=ϕ ),(),,( t rAt r advadv  d
θθϕωωω′′= ∫∫∫∫∫

ππ∞∞∞
sin)(1 2

ddndtdrdr  ×
π ∞−2 000

2c t

×






 ′′ωµ

ωε
′′ρ

×
c

t rjt r ),()(,
)(

),( rrr

 

( )
 ′−ϕ+′−ϕθω

ω
× )(sin)(cossin)(cos yyxx

c
n  ×



ω )(sin)(cos)(cos ttzz
c

n
−′ω



 ′−θω× .  (33) 

Проінтегруємо вирази (32) і (33) по ϕ, викорис-
товуючи співвідношення для функції Бесселя 
цілочисельного індексу [31]: 

{ } ,2sincoscos 22
0

2

0





 +π=ϕ+ϕϕ∫

π
baJbad (38) і   (34) 

де J0(x) – функція Бесселя нульового індексу. 
Тоді отримаємо 

{ }=ϕ ),(),,( t rAt r retret rrr  

×θθωωω′′
π

= ∫∫∫∫
π∞

∞−

∞

∞−
sin)(1

00
dndtdrd

c

tr  

×





 ′′ωµ

ωε
′′ρ

×
c

t rjt r ),()(,
)(

),( rrr

 


×





 ′−+′−θω

ω
× 22 )()(sin)(

0 yyxx
c

nJ  

)(sin)(cos)(cos ttzz
c

n ′−ω



 ′−θω

ω
×

rrr

,   (35) 

{ }=ϕ ),(),,( t rAt r advadv  


π ∫∫∫
∞− 0c t

×θθωωω′′=
π∞∞∞

sin)(1 dndtdrdr  ∫
0

×



 ′′

ωε
′ρ

×
c

t rjt r ),(
)(

,( rrr




 ω

ω
× si)(

0
nJ

ωµ′ )(,)  

×




′−+′−θ 22 )()(n yyxx

c
 

.   (36) 

Проінтегруємо співвідношення (35) і (36) по θ 
за допомогою співвідношення для ф  Бес-
селя цілочисельного індексу [31]: 

)(sin)(cos)(cos ttzz
c

n
−′ω



 ′−θω

ω
×

22

22

0
sin

)coscos()sin(sin
2

0 β+α

β+α
=θβθαθθ∫

π

Jd .  (37) 

Тоді 

{ } ∫∫ ∫
∞∞

∞− ∞−
×ω′′

π
=ϕ

0

2),(),,( dtrdt rAt r
t

retret rrrr  

×






 ′′ωµ

ωε
′′ρ

×
c

t rjt r ),()(,
)(

),( rrr

 

( )ttrr
c

nrr ′−ω





 ′−ω

ω′−× − sin)(sin1 rrrr ,   (38) 

{ } ∫∫ ∫
∞∞

∞−

∞
×ω′′

π
=ϕ

0

2),(),,( dtdrdtrAtr
t

advadv rrrr  

 ′′ωµ′′ρ t rjt r ),()(),( rrr

×




 ωε

×
c

,
)(

 

rrnrr 
 −ω

ω′−× − )(sin1 rrrr ( )tt
c

−′ω




′ sin .   (39) 

Використовуючи співвідношення (21), 
(39), запишемо вирази для запізнюючих і випе-

 і 
і ї індукції: 

реджаючих напруженостей електричного поля
векторів магн тно

∫∫ ∫
∞

∞− ∞−
×ω′′

π
−=

0
2

2),( dtdrd
c

t rE
t

ret rrr ∞
 

( )+






′−ω





 ′−ω

ω
′−

′′ωωµ
× ttrr

c
n

rr
t rj cos)(sin),()( rr

rr

rr

 

×
′−

′−
ωε

′′ρ′−ω+
2
)(

)(
),()(sin

2

rr

rrt rctt rr

rrr

 

−









 ′−ω

ωωω
× rr

c
n

c
n rr)(cos)(  












 ′−ω

ω′−− − rr
c

nrr rrrr )(sin1 ,         (40) 

∫∫ ∫
∞∞

∞−

∞
×ω′′

π
=

0
2

2),( dtdrd
c

t rE
t

adv rrr
 

( )−






′−ω





 ′−ω

ω
′−

′′ωωµ
× ttrr

c
n

rr
t rj cos)(sin),()( rr

rr

rr

 

( ) ×
′−

′−
ωε

′′ρ
−′ω−

2
)(),(

)(sin
2

rr

rrt rc
tt rr

rrr
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 ′−ω

ωωω
× rr

c
n

c
n rr)(cos)(  














 ′−ω

ω′−− − rr
c

nrr rrrr )(sin1 ′ ])t
,   (47) ,         (41) 

∫∫ ∫
∞∞
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×ω′′

π
=

0

2),( dtdrd
c
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t
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[ ] ( )×






′−ω
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′′×′−ωµ
× tt

rr

t rjrr sin),()()(
2rr
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. 
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ωωω
× rr

c
n

c
n rr)(cos)(  
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ω′−− − rr
c

nrr rrrr )(sin1 ,  (49) ,         (42) 

∫∫ ∫
∞∞

∞−

∞
×ω′′

π
=

0

2),( dtdrd
c

t rB
t

t

adv rrr
 

[ ] ( )×






−′ω
′−

′′×′−ωµ
× tt

rr

trjrr sin),()()(
2rr

rrrr

 

 ωωω nn
rr−








 ′−ω× rr

cc
rr)(cos)(  




 ′−ω

ω′−− −

c
nrr rrrr )(sin1 .         (43) 







rr )

Розглянемо випадок, коли діелектрична і агніт-
на проникності постійні величини. Тоді, інтег-
руючи у (38) і (39) по частоті, отримаємо 

м

{ } ×′′=ϕ ∫ ∫
∞

∞− ∞−

t
retret tdrdt rAt r rrrr ),(),,(  

rr

rr
c
ntt

c
t rjt r

′−






 −+−′δ







 ′′µ

ε
′′ρ

× rr

rr
rrr ),(,),( [1,3] і 

′
,   (44) 

{ } ×′′=ϕ ∫ ∫
∞

∞−

∞

t

advadv tdrdt rAt r rrrr ),(),,(  

rr

rr
c
ntt

c
t rjt r

′−






 ′−−−′δ







 ′′µ

ε
′′ρ

× rr

rr
rrr ),(,),( ×   .    (45) 

Точковому заряду, який знаходиться у точці 
з радіус-вектором )(trp

r  і рухається зі швидкістю 

)(tV
r

, відповідають розподіли зарядів і струмів:  
r

( )
×






 ξ−′ωµ

ωε
ξ−′ρ

×
c

t rjt r ),()(
)(

, rrr

 

 ω− )(1 n rrrr

)(),(),( tVt rt rj
rrr

ρ= ,  ( ))),( rrqt r p
rrr

−δ=ρ (t .  (46) 
Для випадку точкових зарядів, які рухаються у 
вакуумі, співвідношення (44), (45) можна пере-

писати у вигляді 

{ }=ϕ ),(),,( t rAt r retret rrr  

′−

−+−′δ







 ′
′=

−

∫
∞− )(

([)(,1
1

trr

rrctt
c
tVtdq

p
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rrr

r{ }=ϕ ),(),,( t rAt r advadv rr  
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 ′
′=

−

∫
∞− )(

])([)(,1
1

trr

trrctt
c
tVtdq

p

pt
rr

rrr

  (48) 

Використовуючи правило інтегрування з δ-функ-
цією, аргумент якої є складною функцією змін-
ної інтегрування [1,3] 

[ ] ( )
axf

dx
xdfxgdxaxfxg

=

−












=−δ∫

)(

1)()()(

отримаємо співвідношення для запізнюючих і 
випереджаючих потенціалів у вакуумі: 

{ }





×






 ′

=ϕ
c
tVqt rAt r retret )(,1),(),,(

r
rrr  
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p
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p
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′
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−′−×
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r
rr

rr , 

{ } 


×
 ′

=ϕ
tVqt rAt r advadv (,1),(),,(

r
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  c
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p tV

trr
trr

1

)(
)(

)(
−









′
′−

+′−×
r

rr
rr

(51)

(50)

c

trr
tt

pc )( ′−
+=′










rr
. 

Запізнюючі потенціали точкової зарядженої час-
тинки, визначені співвідношеннями (50), нази-
ваються потенціалами Лиєнара-Віхерта 
мають важливе значення у теорії випромінюван-
ня заряджених частинок. 

Співвідношення (38) і (39) для запізнюючих 
і випереджаючих потенціалів можна переписати 
у вигляді: 

{ } ∫∫ ∫
∞∞

∞−

∞
ωξ′

π
=ϕ

00

2),(),,( ddrdt rAt r retret rrrr

,

ωξ


 ′−ω′−× sinsin rr
c

rr ,     (52) 

{ } ∫∫ ∫ ×ωξ′
π

=ϕ
2),(),,( ddrdt rAt r advadv rrrr  

∞∞ ∞

∞− 00
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(ρ t r ,r )
×





ξ+′ωµ
ωε

ξ+′
×

c
t rj ),()(,

)(

rr
.      (58) 


  

ωξ





 ′−ω

ω′−× − sin)(sin1 rr
c

nrr rrrr . ицю за-     (53) 

Потенціали в електродинаміці Дірака визнача-
ються такими співвідношеннями [3-10, 13-26]: 

( )advretDir ϕ−ϕ=ϕ
2
1 ,  ( )advretDir AAA

rrr
−=

2
1

P.    (54) 

Тоді отримаємо 

{ } ∫∫ ∫ ×ωξ′
π

=ϕ
0

1),(),,( ddrdt rAt r DirDir rrrr  

 ξ−′ρ t r ),(r

∞∞
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∞
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×







ξ−′ωµ
ωε

×
c

t rj ),()(,
)(
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 : 

ωξ



 ′−ω

ω′−× − sin)(sin1 rrnrr rrrr  
 c

Потенціали в електродинаміці Уілера-Ф

.     (55) 

ейнмана 
визначаються співвідношеннями [32]: 

( )advretWF ϕ+ϕ=ϕ
2
1 ,  ( )advret AAAWF rrr

+=
2
1

)+t     (61) ,  (56) 

{ } ∫∫ ∫
∞∞

∞−

∞
×ωξ′

π
=ϕ

00

1),(),,( ddrdt rAt r WFWF rrrr  л

( )
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ωε
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×
c

t rjt rjt rt r ),(),(,
)(

),(),( rrrrrr

 

ωξ





 ′−ω

ω′−× − sin)(sin1 rr
c

nrr rrrr . r     

Для подальшого розвитку класичної теорії ви
промінювання заряджених частинок важливе 
значення має порівняння електродинамік Діра-

нішньому електромаг-
ніт

нками на випромінювання як в ізо-
тропному непоглинаючому середовищі, так і у 
вакуумі [13-26]. Власне електромагнітне оле 
зарядженої частинки разом із зовнішнім полем 
діють на заряджену частинку, визначаючи закон 
руху частинки. 

Робота сили самодії Лоренца за одиницю 
часу у непоглинаючому ізотропному сер
і у вакуумі визначається за допомогою співвід-
ношення [13-15, 20,24,26]: 

(57) 

-

ка, Уілера-Фейнмана і інших підходів [33]. 
Миттєва і середня у часі потужності випро-

мінювання заряджених частинок 
Власне електромагнітне поле заряджених час-

тинок, які рухаються у зов
ному полі, зумовлює силу радіаційного тертя 

у рівняннях руху [1-5] і визначає втрати енергії 
цими части

п

едовищі 

( ) rdt rEt rjtP Dirtot rrrrr ),(),(∫
τ

−=

rr
де τ – об'єм. ),( t rE irD  – напруженість електрич-
ного поля, яка визначена через напіврізн
піз

 потенціали 

нюючих і випереджаючих потенціалів. 
Миттєву потужність, зумовлену силою само-

дії Лоренца, можна виразити через
( ) =ttot  

rdt r
t

t r
c

t rj ir
ir

D rr
rr









ϕ+
∂

= ∫
τ

),(grad),(),( .ADrr 
 ∂1  (59) 

Проінтегрувавши співвідношення (59) по час-
тинах, враховуючи, що потенціали на нескінчен-
ності дорівнюють нулю [13], знаходимо

( ) ∫
τ

−





∂
∂

=
t

t rA
c

t rjt rP
ir

tot
D ),(1),(,

rr
rrr

r ) rdt rt rj irD rrr ),(),(div ϕ− .                (60) 
Враховуючи рівняння неперервності 

0),(,(div =
∂

∂ρ
t

t r rj
r

rr ,           

визначимо повну миттєву потужність, зумов ену 
силою самодії Лоренца Ptot(t), через суму потуж-
ностей випромінюваної енергії Prad(t) та енергії 
прискорення Pacc(t) [13,24]: 

( ) ( ) tPtPtP accradtot +=
r

( ) ,            (62) 

( ) ,),(1),( rdt rAt rjtP
irir

rad
DD rrr& ∫ 



 ∂ϕ

ρ−
∂

=
ttcτ





 ∂∂

( ) rdt rt r
dt
dtP iracc D rrr
∫
τ

ϕρ= ),(),( .      (64) 

  (63) 

Отже, у ізотропному непоглинаючому сере-
довищі і у вакуумі, дія на заряджену частинку 
електричного поля, яке визначається згідно з гі-
потезою Дірака, зумовлює два ефекти: випромі-
нювання електромагнітних хвиль і появу енергії 
прискорення [13,24]. 

Миттєва потужність випромінювання Prad(t), 
яка виражена через спектрально-кутовий розпо-
діл потужності випромінювання W1(t,ω,θ,ϕ) за-
ряджених частинок, з урахування співвідношен-
ня (32), (33), (63), набуває вигляду: 

∞
rad ( ) ),,,(sin 1

000
ϕθωθθϕω= ∫∫∫    tWdddtP ,  (65) 

×′′
π

=ϕθω ∫∫∫
∞∞∞

tdrdrd
c

   tW rr
321

4

1),,,(  

2 ππ

∞−∞−∞−
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 ω)(2n

) 

Миттєву потужність випромінювання Prad(t), 
яка виражена через спектрально-кутовий р
діл потужності випромінювання W2(t,ω,θ), мож-
на

,     (67) 

озпо-

 отримати, враховуючи співвідношення (35), 
(36), (63). Тоді знаходимо: 
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Миттєву потужність випромінюв
яка виражена через спектральний розподіл по-
тужності випромінювання W3(t,ω), можна 
мати, враховуючи співвідношення (38), (39), (63): 

        

ання Prad(t), 

отри-

( ) ),(3
0

ωω= ∫
∞

 tWdtPrad , ого розподілів         (69) 

 ×ωωµ′′
π

=ω ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
)(1),( 23 tdrdrd

c
 tW rr  

×′−ω



 ′−

ωω′−× − )(cos)(sin1 ttrr
c

nrr rrrr  













′′ρρ
ω

−′′× ),(),(
)(

),(),( 2

2
t rt r

n
ct rjt rj rrrrrr .    (70) 

Вираз (70) збігається із виразами, отриманими 
у працях [34,35]. 

Співвідношення (66), (68), (70) дають можли-
вість визначити спектрально-кутовий і спект
ний розподіли миттєвої потужності випром
вання заряджених частинок, що рухаються по 
довільній траєкторії в електромагнітному  у 
непоглинаючому ізотропному середовищі. 

Середня у часі потужність випромінювання 

заряджених частинок визначається виразом [20, 
24,26] 
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Співвідношення (71) можна перетворити до ви-
гляду 
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Співвідношення (71) і (72) вказують на те, що 
середнє у часі значення енергії прискорення  
одиницю часу дорівнює нулю. 

Середню потужність випромінювання заря-
джених частинок отримаємо, підставляючи мит-
тєве значення потужності (65)-(70) у співвідно-
шення (72). Тоді отримаємо результати  
[26], у якій за теорією лишків інтегрування ве-
деться по kz. Отримані у даній роботі співвідно-
шення (66), (68) для спектрально-кутових 
ділів потужності випромінювання заряджених 
час

орії джерел. Співвідношення (66), (68), (70) для 
спектрально-кутових і спектральн
потужності випромінювання заряджених части-
нок дають можливість досліджувати спектр ви-
промінювання різноманітних розподілів заря-
джених частинок, у тому числі систем точкових 
заряджених частинок, які рухаються в електро-
магнітних полях, в ізотропному непоглинаючо-
му середовищі і у вакуумі. 
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