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ВПЛИВ  ЕЛЕКТРОН-ФОНОННОЇ  ВЗАЄМОДІЇ  НА 
ЕНЕРГЕТИЧНИЙ  СПЕКТР  ЕЛЕКТРОНА  Н/П  КВАНТОВОГО 

ДРОТУ  В  Н/П  СЕРЕДОВИЩІ  (HgS/CdS) 

Досліджено механізми перенормування обмеженими (L) та інтерфейсними (І) фононами 
енергії основного стану електрона в напівпровідниковому циліндричному квантовому дроті 
(КД), розташованому в напівпровідниковому середовищі, на прикладі наносистеми HgS/CdS. 
Показано, що при досить великих розмірах квантового дроту зсув (∆) основного рівня енергії в 
основному формується взаємодією електрона з обмеженими фононами дроту (L0) та середови-
ща (L1). Внесок інтерфейсних фононів (I+, I-) у величину ∆ при малих розмірах квантового дро-
ту істотно (на 1-2 порядки) перевищує внесок L-фононів. При всіх розмірах КД взаємодія з 
усіма фононами через стани неперервного спектра дає внесок у ∆ в декілька разів менший, ніж 
взаємодія через стани дискретного спектра. Зі збільшенням радіуса КД внесок І-фононів спа-
дає, а L-фононів – зростає, внаслідок чого зсув наближається до свого значення в масивному 
кристалі. 

The renormalization of electron ground energy state due to the different types of interaction with 
confined (L) and interface (I) phonons in semiconductor cylindrical quantum wire (QW) embedded 
into semiconductor medium on the example of HgS/CdS nanosystem. At is shown that for the rather 
big sizes of QW the shift (∆) of the ground energy level is mainly caused by the interaction between 
an electron and confined phonons of the wire (L0) and the medium (L1). The contribution of interface 
phonons (I+, I-) into the shift magnitude is essentially bigger (one-two orders) than the contribution of 
L-phonons for the small sizes of quantum wire. For all sizes of QW the interaction with all phonons 
through the states of the continuous spectrum make a several times smaller contribution into shift ∆ 
than the interaction through the states of discrete spectrum. When the QW radius increases the contri-
bution of I-phonons decreases and L-phonons - becomes smaller, consequently the shift reaches its 
magnitude in massive crystal. 

Вступ 
Теорія електрон- та екситон-фононної взаємо-

дій у низькорозмірних системах інтенсивно роз-
вивається в останнє десятиріччя. Основними мо-
делями фононних систем є ті чи інші різновиди 
двох макроскопічних (гідродинамічний контину-
ум HC, діелектричний континуум DC) та напів-
мікроскопічної моделі Хуанга-Цу HZ. Остання 
модель найбільш точна, але досить складна, тому 
поширення набула модель DC, яка дає близькі 
результати до HZ, але менш складна. Для електро-
нів, екситонів чи домішкових центрів у низькоро-
змірних системах використовується наближення 
ефективної маси та прямокутної потенціальної 
ями безмежної або скінченної глибини. 

У межах таких підходів вивчався вплив фоно-
нів на спектр заряджених та нейтральних квазі-
частинок у квазідвовимірних квантових ямах 

(КЯ) [1-3], квазіодновимірних квантових дротах 
(КД) [4-8] та у квазінульвимірних квантових точ-
ках (КТ) [9-13] різних просторових форм. Основ-
на увага дослідників була спрямована на вивчен-
ня простих квантових ям, дротів і точок, хоча 
в останні роки з'явилися праці, в яких вивчається 
електрон-фононна взаємодія у багатошарових 
квантових ямах (MQW), багатошарових цилінд-
ричних КД [8] та багатошарових сферичних КТ 
[13]. 

Головними причинами математичних утруд-
нень при розрахунках електрон-фононної взаємо-
дії є багаторівневість (багатозонність) дискретного 
і наявність неперервного спектра електронів, а та-
кож існування в системі декількох гілок обмеже-
них та інтерфейсних фононів. Застосовуване іноді 
наближення нескінченно глибокої потенціальної 
ями спрощує розрахунки, однак апріорі веде до 
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зменшення реального внеску інтерфейсних фоно-
нів, оскільки на межі середовищ їх потенціальне 
поле найбільше, а ймовірність перебування там 
електрона дорівнює нулеві внаслідок безмежної 
висоти потенціального бар'єра. 

Роль різних фононних механізмів та збуджених 
станів дискретного і неперервного спектра елек-
трона в перенормуванні його основного стану 
у квазідвовимірній КЯ GaAs/AlxGa1-xAs детально 
досліджена в роботі [12]. У наближенні ефектив-
ної маси і скінченої глибини потенціальної ями 
для електрона та в моделі DC для обмежених та 
інтерфейсних фононів у роботі [12] показано, що 
зсув дна зони та ефективна маса електрона плавно 
змінюються у межах між відповідними тривимір-
ними аналогами КЯ та середовища в широкому 
інтервалі змін розмірів КЯ. 

Детальний аналіз усіх механізмів перенорму-
вання фононами електронного спектра у сфери-
чній н/п КТ у н/п середовищі виконаний у робо-
ті [14], де, зокрема, була виявлена суттєва роль 
міжрівневої взаємодії. 

У роботах [15, 16] досліджувалось перенор-
мування спектра електрона взаємодією з L- та І-
фононами в циліндричному КД з урахуванням 
лише внутрізонної взаємодії. 

Мета цієї роботи – детальне дослідження всіх 
фононних механізмів перенормування спектра 
електронів у напівпровідникових циліндричних 
КД, розташованих у напівпровідниковому сере-
довищі. Розрахунок енергетичного зсуву основ-
ного рівня буде виконаний на прикладі системи 
HgS/CdS у моделі DC для обмежених (L) та ін-
терфейсних (І) фононів і в наближенні ефективної 
маси та скінченної глибини потенціальної ями 
для електронів. Застосований апарат функцій 
Гріна на базі гамільтоніана системи в зображенні 
вторинного квантування дозволяє врахувати між-
зонну взаємодію з фононами як через дискретний, 
так і через неперервний спектр електронів. 

1. Гамільтоніан електрон-фононної систе-
ми циліндричного н/п КД, розташованого у 
н/п середовищі 

Будемо вивчати перенормування електронного 
спектра електрон-фононною взаємодією для тієї 
самої системи, що й у [15, 16], тобто в н/п цилін-
дричному КД радіусом ρ0, який розташований у 
масивному н/п середовищі (рис.1 із роботи [15]). 
Ця система описується гамільтоніаном 

H=He+Hph+Hint.                       (1) 
Складові He, Hph та Hint отримано в роботі [15] 

(див. формули (16), (23) та (24), відповідно). 
У наближенні ефективної маси і прямокутного 

скінченного потенціалу для електрона стаціонар-
не рівняння Шредінгера розв'язується точно. 
У результаті отримується повний ортонормований 
набір хвильових функцій 

( )[ ] ( )ρ
πρ

+ϕ
=ψ=> pmpmk R

L
kzmipmk

2
exp|

0
.   (2) 

Тут p=n, k⊥, n=1, 2, 3,… – радіальне квантове 
число, що характеризує стани електрона в дис-
кретній частині спектра, k⊥ – радіальний квазі-
імпульс, що характеризує стани електрона у непе-
рервному спектрі, а радіальні хвильові функції 
Rnm(ρ) стаціонарних станів дискретного спектра і 
дисперсійні рівняння для знаходження енергетич-
них рівнів (Enm) наведено в роботі [15] (вирази 
(4) і (13)). Для зручності доцільно ввести пере-
позначення mnm AA ≡0 , mnm CA ≡1  (формули (12), 

(11) з [15]), де )(/)( 0
1

0
01 ρχρχ= nmmnmmnm KJA . 

Далі у виразі (2) 
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– радіальні хвильові функції стаціонарних станів 
неперервного спектра, енергія якого пов'язана з 
величиною k⊥ співвідношенням  
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де k⊥ відіграє роль радіального квазіімпульсу, 
а m1 – ефективна маса електрона у середовищі 
"1" (CdS). 

Тут  
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де mmm NJH ,,)(±  – функції Ханкеля, Бесселя, 
Неймана відповідно, S(k⊥) – S-матриця розсіяння, 
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′ρχρχ−ρχ× kkmk mmm , (9) 

mj – ефективна маса електрона в j-му середовищі 
(j=0, 1). 

Гамільтоніан електрон-фононної взаємодії в 
зображенні вторинного квантування за всіма змін-
ними системи знаходиться через потенціал поля 
поляризації на повній ортонормованій системі 
хвильових функцій (2) і має вигляд  

IeLe HHH −− +=
)))

int .               (10) 
Тут гамільтоніан взаємодії електрона з обмежени-
ми фононами 
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де −0msx  s0-й нуль функції Бесселя m-го порядку, 

тобто ( ) 00 =msm xJ , 
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1sλ  – s1-й корінь рівняння 

( ) ( ) ( ) ( ) 00101 =λρλρ−ρλρλ mmmm NJNJ . 
Зауважимо, що радіус ρ1 умовного циліндра 

введено для зручності практичних розрахунків 
взаємодії електрона з обмеженими фононами зо-
внішнього середовища. 

Гамільтоніан взаємодії електрона з інтерфей-
сними фононами 
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містить функції зв'язку 
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Отже, гамільтоніан електрон-фононної систе-
ми в циліндричному квантовому дроті, розта-
шованому в зовнішньому середовищі, цілком 
визначений, 

IeLeILe HHHHHH −− ++++=
))))))

,      (16) 
що дозволяє застосувати метод функцій Гріна для 
знаходження перенормованого фононами елек-
тронного спектра. 

2. Перенормування L- та І-фононами елек-
тронного спектра КД з урахуванням дискрет-
них і континуальних станів 

Унаслідок скінченної глибини потенціальної 
ями електронний спектр КД є суттєво багато-
зонним і завжди містить континуальну частину. 
Отже, для розрахунку його перенормування взає-
модією електрона з фононами зручно використо-
вувати математичний апарат функцій Гріна. 

Як відомо [17], у випадку багатозонної системи 
електронів, які взаємодіють із фононами й опи-
суються гамільтоніаном (16), при T=0 К Фур'є-
образ електронної функції Гріна пов'язаний із 
масовим оператором рівнянням Дайсона 

( ) ( ) ( )×ω+δω=ω µµ′µµµ′µ ,,, 00 kGkGkG  
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де                ( ) ( ){ } 10 , −
µµ η+−ω=ω ikEkG ,          (18) 

а µ={pm} – сукупність усіх дискретних квантових 
чисел, що характеризують електронний стан. 

Із системи рівнянь (17) знаходиться точний 
розв'язок для діагональних Фур'є-образів функцій 
Гріна 

( ) ( ) ( ){ ( )×ω−ω−−ω=ω −
µµµµµµµ ,,, 1 kdkMkEkG  

( ) ( ) ( )} 1,,1 1
1

1
1 −

µµ
τ

µ≠µ
µµ

µ+µ ωω−× ∑ kdkM ,    (19) 

де dµµ(k,ω) – відповідний визначник, а τ – кіль-
кість усіх зон у системі. 

Якщо недіагональні складові Mµµ′(k,ω) містять 
малий параметр (його роль виконують відповідні 
функції зв'язку), то за умови, що останній доданок 
у виразі (19) значно менший ніж Mµµ(k,ω), для 
Gµµ(k,ω) отримується  

( ) ( ) ( ){ } 1,, −
µµµµµ ω−−ω=ω kMkEkG ,    (20) 

де масовий оператор Mµµ(k,ω) визначений діаг-
рамним зображенням [18]. 

У випадку слабкої електрон-фононної взає-
модії (яка реалізується у досліджуваній далі гете-
росистемі β-HgS/CdS), для системи з гамільтоніа-
ном (16) отримується масовий оператор, який 
визначає перенормовану енергію основного стану 

( ) ( ) ( )ω+ω=ω ,,, kMkMkM IL .      (21) 
Тут 

( ) ( ) ( ) +ω+ω=ω ,,, )0()0( kMkMkM LcLdL  

( ) ( )ω+ω+ ,, )1()1( kMkM LcLd            (22) 
– доданки масового оператора, які описують внес-
ки в перенормовану енергію основної зони від 
взаємодії обмежених фононів з електроном у дис-
кретних станах ( )( )0

dLM  і в станах неперервного 

спектра ( )( )0
cLM , та від взаємодії напівобмежених 

фононів з електроном у дискретних станах ( )( )1
LdM  

і в станах неперервного спектра ( )( )1
LcM  (aj – стала 

гратки j-го середовища), 
( ) ( ) ( )

( ) ( )ω+ω+

+ω+ω=ω

−−

++

cIdI

cIdII

MM

MMM
   (23) 

– доданки масового оператора, які описують внес-
ки в перенормування енергії основної зони від 
взаємодії інтерфейсних (I±) фононів з електроном 
у дискретних (d) та неперервних (c) станах. 

Перенормована фононами енергія ( )10
~E  осно-

вного електронного рівня (k=0) визначається з 
дисперсійного рівняння 

( ) 0~
10 =ω−−ω ME .                (24) 

Величину 10
~E  доцільно виразити через ене-

ргію дна основної зони E10 і повний зсув (∆) ос-
новного рівня, 

∆+= 1010
~ EE .                  (25) 

З урахуванням структури масового оператора (21) 
стає очевидним, що повний зсув доцільно подати 
у вигляді суми парціальних зсувів 

( ) ( ) ( ) ( )

,

1100

cIdIcIdI

LcLdLcLd

−−++ ∆+∆+∆+∆+

+∆+∆+∆+∆=∆
  (26) 

які зумовлені відповідними (зрозумілими з попе-
редніх позначень) механізмами електрон-фонон-
ної взаємодії. 

3. Аналіз механізмів формування зсуву 
основного електронного рівня в наногетеро-
системі HgS/CdS 

Дослідимо механізми формування L- та І-фо-
нонами зсуву основного рівня електрона у цилін-
дричному напівпровідниковому КД, розташо-
ваному в напівпровідниковому середовищі, на 
прикладі наногетеросистеми HgS/CdS. 

Одразу ж необхідно зауважити, що оскільки 
при Т=0 К у системі існують лише віртуальні фо-
нони, то їхня взаємодія з електроном відбувається 
виключно у процесах випромінювання, а тому 
основний стан зміщується тільки у напрямку 
менших енергій, залишаючись при цьому стаціо-
нарним (затухання відсутнє). 

На рис.1a,б,в зображено картину формування 
парціальних зсувів основного електронного рівня 
обмеженими фононами внутрішнього ( )0

Ld∆  і 

зовнішнього ( )1
Ld∆  середовищ у залежності від 

розміру КД. Радіус КД (ρ0) подається в безрозмір-

них числах 









=

HgSa
r

n 0
0  моношарів HgS. Вели-

чини зсувів подаються в безрозмірних одиницях 
відносно енергії оптичних фононів (ΩL0) масив-
ного кристала HgS. 

З рис.1a,б,в видно, що, як тільки у квантовій 
ямі з'явився основний рівень (k=0) найнижчої 
енергетичної зони (nρ=1, m=0), то зсув її дна фор-
мується обмеженими фононами обох середовищ 
через внутрізонну взаємодію та через взаємодію 
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між основною зоною та континуумом станів, 
що описуються радіальним квазіімпульсом k⊥. 
З рис.1а видно, що зі збільшенням радіуса (n0) КД 
внесок внутрізонної взаємодії в абсолютну вели-
чину 0

Ld∆  швидко збільшується, досягає макси-
мального значення (при n0≈10), а потім повільно 
зменшується. Зі збільшенням розміру КД у по-
тенціальній ямі з'являються зони, що відповідають 
більшим значенням квантових чисел nρ і m, кіне-
матична взаємодія з якими через L0-фонони фор-
мує відповідні парціальні внески у 0

Ld∆ , причому 
залежність цих внесків від n0 якісно однакова – 
після появи кожної нової зони зі збільшенням n0 її 
внесок у абсолютну величину 0

Ld∆  спочатку по-
вільно збільшується, досягає певного максимуму, 
а потім повільно зменшується. Внаслідок вели-
кої глибини потенціальної ями HgS навіть мале 
збільшення розмірів КД приводить до швидкого 
збільшення кількості зон у ямі. З цієї причини 
конфігураційна взаємодія електрона в основному 
стані через L0-фонони зі станами, що відпові-
дають дискретному спектру електрона при k=0, 
приводить до того, що зі збільшенням n0 їх сумар-
ний внесок у абсолютну величину 0

Ld∆  збільшу-
ється і має досить плавний характер з добре ви-
раженим мінімумом при малих значеннях n0 і з 
повільною тенденцією до насичення при великих 
значеннях n0 (рис.1а). 

На рис.1б зображено залежність парціального 
зсуву 1

Ld∆  від радіуса (n0) КД. З рисунка видно, 

що величина 1
Ld∆  значна лише при малих розмі-

рах КД. Це зрозуміло, оскільки лише в таких умо-
вах електрон з великою ймовірністю проникає в 
середовище-бар'єр CdS, внаслідок чого суттєво 
взаємодіє з L1-фононами цього середовища. 

На кривій 1
Ld∆  виділяються три гострих міні-

муми, сформовані взаємодією електрона з L1-
фононами внутрізонною (10) і через найнижчі 
збуджені зони (11, 12). При збільшенні n0 вищі 
зони дають дуже малі внески у 1

Ld∆  і тому їх 

вклади непомітні на кривій 1
Ld∆ . Оскільки при 

збільшенні n0 електрон все інтенсивніше "вишто-
вхується" з бар'єра в яму, внаслідок чого його вза-
ємодія з L1-фононами в усіх станах зменшується, 
то при цьому величина 1

Ld∆  швидко прямує до 
нуля. 
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Рис.1. Залежності парціальних зсувів від розміру 
КД (n0), сформованих L0 (а)- і L1 (б)-фононами че-
рез стани дискретного спектра, та L0-фононами (в) 
через континуум. 
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На рис.1в наведено залежність від розмірів КД 
парціального зсуву ( 0

Lc∆ ), зумовленого взаємо-
дією електрона в основному стані з L0-фононами 
через континуальні стани. З рис.1в видно, що зі 

збільшенням n0 величина 0
Lc∆  швидко зростає, 

а потім виходить на насичення. Це зрозуміло, 
оскільки при малих розмірах КД електрон із вели-
кою ймовірністю перебуває в середовищі бар'єра і 
тому з напівобмеженими (L1) фононами взаємодіє 
сильніше, ніж з обмеженими (L0) фононами КД. 
Однак незначне збільшення n0 приводить до 
швидкої локалізації електрона в межах КД, а тому 
подальше збільшення n0 практично не впливає 
на 0

Lc∆ .З цих самих міркувань ясно, що зсув 1
Lc∆ , 

зумовлений L1-фононами, суттєвий лише при 
дуже малих величинах n0, де застосовність вико-
ристовуваної моделі вже сумнівна. Зі збільшенням 
n0 величина 1

Lc∆  повинна швидко зменшуватися, 
як і у випадку КТ, тому враховувати цей меха-
нізм недоцільно. 

На рис.2a, 2б, 2в зображено картину форму-
вання парціальних зсувів основного рівня взає-
модією електрона з інтерфейсними фононами че-
рез стани дискретного ( d

I±
∆ ) та неперервного 

( c
I±

∆ ) спектра. З рисунка видно, що парціальні 

зсуви d
I+

∆  та d
I−

∆ , зумовлені наявністю станів 

дискретного (d) спектра, значно менші за відпо-
відні зсуви, зумовлені внутрізонною взаємодією 
електрона з фононами. Хоча зі збільшенням роз-
мірів КД кількість збуджених зон зростає, але вза-
ємодія з кожною з них при цьому зменшується, 

так що d
I ±

∆ , досягнувши максимальних значень 

в околі n0~2 для I+ і n0~7 для I-, далі повільно спа-
дають до нуля при збільшенні n0. При всіх роз-

мірах КД величина d
I +

∆  на порядок перевищує 

величину d
I −

∆ . 

Коли радіус КД збільшується і стає таким, що 
в ямі виникає основний стан дискретного спектра, 
електрон у цьому стані взаємодіє з інтерфейсними 
фононами через усі стани континуального спект-
ра, внаслідок чого формуються парціальні зсуви 

c
I+

∆  і c
I−

∆ . 
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Рис.2. Залежності парціальних зсувів від розміру 
КД (n0), зумовлених I+ (а)- та I- (б)-фононами через 
стани дискретного спектра, та І-фононами (в) через 
континуум. 
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Рис.3. Залежності повного і парціальних зсувів від 
радіуса КД 

Як видно з рис.2в, залежність обох цих ве-

личин від n0 якісно однакова, а кількісно –
I+

∆  

переважає –
I−

∆  у декілька разів при всіх значен-

нях n0. Причина різких мінімумів у кривих c
I±

∆  

полягає в тому, що величина взаємодії електрона з 
інтерфейсними фононами пропорційна густині 
ймовірності місцезнаходження електрона wm(ρ) в 
околі поверхні поділу середовищ (ρ~ρ0±δ), де 
потенціал I-фононного поля має максимальну ве-
личину. Як видно з рис.2 роботи [16], при збіль-
шенні n0 в інтервалі (1÷20), величина wm(ρ)= 
=nψm2 у δ-околі ρ0 спочатку зростає (до n0~5), 
внаслідок чого збільшується взаємодія з I±-фоно-

нами, а отже й –
I±

∆ . З подальшим зростанням 

n0 wm(ρ) у δ-околі ρ0 лише зменшується, тобто 

зменшуються і взаємодія, і –
I±

∆ . 

На рис.3 зображено залежності від радіуса n0 
КД повного (∆) та парціальних (∆L і ∆I) зсувів, зу-
мовлених взаємодією електрона з обмеженими (L) 
та інтерфейсними (I) фононами. Там само, для 
порівняння, наведено парціальні зсуви ∆L (10) і 

∆I (10), спричинені внутрізонною взаємодією 
з L0-, L1-, I+-, I--фононами, та зсуви основного рів-

ня електрона в масивних кристалах HgS ( D3
HgS∆ ) і 

CdS ( D3
CdS∆ ). 

Внутрізонна взаємодія електрона з L0-, L1-, I+- 
та I–-фононами майже повністю формує зсув ос-
новного рівня лише при таких розмірах КД, при 
яких у ямі ще немає збудженого стану, а основ-
ний стан проявляється у вигляді різкого мінімуму 
\10> на кривій ∆. Для розглянутих досить малих 
розмірів КД величина ∆ переважає відповідну ве-
личину зсуву в масивному кристалі HgS ( D3

HgS∆ ≈ 

≈0,137ΩHgS), але вона менша, ніж величина зсуву 

в масивному кристалі CdS ( D3
CdS∆ =1,02ΩCdS). За-

уважимо, що, хоча при гранично малих розмірах 
КД наближення ефективної маси та модель діе-
лектричного континууму втрачають строгий сенс, 
загальна поведінка ∆, як функції n0, залишається 
цілком фізичною. 

При n0≤15 внесок у зсув основного рівня від 
взаємодії з І-фононами перевищує ∆L, для n0~20 
ці внески порівнянні, а при n0≥25 навпаки, ∆L 
перевищує ∆I. 

Взаємодія електрона з І-фононами зі збільшен-
ням n0 спочатку зростає, при n0~3 ∆I досягає 
максимального значення, яке значно перевищує 
∆L. У результаті повний зсув ∆ при дуже малих 
розмірах КД практично повністю формується вза-
ємодією електрона з І-фононами. Поясненням 
цьому служить істотна роль поверхні розділу се-
редовищ та пов'язаних з нею ефектів при таких 
незначних радіусах КД (n0→0). При великих зна-
ченнях n0 ∆ наближається, як і повинно бути, до 

D3
HgS∆ . 

Нарешті, з рис.3 випливає головний висновок. 
В області нанорозмірних КД зсув основного рівня 
електрона формується взаємодією цієї квазічас-
тинки з L- та І-фононами за участю всіх станів 
дискретного й неперервного спектрів (при n0≥10). 
Цей зсув при збільшенні n0 усе слабше залежить 
від розміру КД і наближається до величини зсуву 
основного рівня в масивному кристалі (HgS), з 
якого утворено КД. 
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