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ПЕРЕНОРМУВАННЯ  ЕЛЕКТРОННОГО  СПЕКТРА  
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СКЛО/НАПІВПРОВІДНИК/СКЛО 

Методом діаграмної техніки для функцій Гріна досліджені механізми перенормування ос-
новного електронного рівня обмеженими та інтерфейсними фононами з урахуванням усіх не-
перервних та континуальних станів електронного спектра у квантовій точці (КТ), що оточена з 
обох боків шарами діелектричного середовища. На прикладах КТ CdSe, введеної у скло, пока-
зано, що при скінченній глибині потенціальної ями КТ зі збільшенням розмірів КТ величина 
зсуву основного електронного рівня прямує до величини зсуву основного рівня в масивному 
аналогу гетерокристала. 

The electron levels renormalised by L- and I-phonons taking into account the interaction of the all 
states of discrete and continuous spectrum of semiconductor quantum dot (QD) embedded into 
dielectric are studied using the diagram technique for the Green functions. On the examples of CdSe 
QDs embedded into glass it is shown that for the QDs with potential wells of finite depth the 
magnitudes of electron levels close to the shifts of ground levels in massive crystal creating QD. 

Електрон-фононна взаємодія у низькорозмір-
них системах взагалі [1-3] і у КТ зокрема [3-8] 
досліджується на основі різних теоретичних 
моделей (полумікроскопічна модель Хуанга-Цу, 
модель діелектричного континууму, модель гідро-
динамічного континууму). 

Для дослідження квантовоточкових наносис-
тем зі слабким зв'язком застосовувалися різнови-
ди теорії збурень [3-5]. У таких системах усі ме-
ханізми дають практично адитивний вклад у ве-
личину зсуву основного рівня, а тому в різних мо-
делях наносистем вивчалася роль L- та I-фононів, 
а також внутрі- і міжрівневої взаємодії в перенор-
муванні положень електронних рівнів у шкалі 
енергій. Головна увага зверталася на аналіз від-
носних вкладів різних механізмів у величину зсу-
ву основного рівня в залежності від розмірів КТ. 

У деяких роботах [3,5,8] при вивченні пере-
нормування електронного спектра поляризацій-
ними фононами використовувалось наближення 
безмежно глибокої потенціальної ями. Це значно 
спрощувало громіздкі математичні розрахунки, 
однак приводило до некоректних результатів при 
малих радіусах квантових точок. Так, у роботах 
[5,8] показано, що при зменшенні радіуса напів-
провідникових сферичних КТ, розташованих у 
діелектрику, різко зростають величини зсувів ос-
новних електронних рівнів у наносистемах. Такий 

результат є фізично некоректним. Адже у набли-
женні безмежно глибокої потенціальної ями змен-
шення розміру КТ локалізовує у просторі квазі-
частинку, чим збільшує силу її зв'язку з фононами, 
що й призводить до формально правильного 
збільшення величини зсуву. Однак при реально 
скінченній глибині ями зменшення радіуса КТ 
зумовлює "виштовхування" квазічастинки з ями, 
тобто делокалізовує її у просторі, а тому зменшує 
взаємодію з фононами, внаслідок чого величина 
зсуву повинна зменшуватися, що й буде показа-
но далі. 

Мета цієї роботи – за допомогою функцій Грі-
на при T=0 К дослідити всі фононні механізми 
перенормування електронного спектра сфери-
чної КТ, оточеної з обох боків діелектричним 
середовищем. Перевага цього апарата в тому, 
що він не тільки дозволяє розв'язати сформульо-
вану задачу, але й дасть можливість дослідити 
вплив багатофононних процесів і температури 
на перенормування електронного спектра у КТ. 

Гамільтоніан електрон-фононної системи у 
КТ, оточеної з обох боків діелектричним сере-
довищем 

Будемо розглядати електрон-фононну систему 
у сферичній напівпровідниковій квантовій точці, 
яка розміщена між двома діелектричними сере-
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довищами. Згідно з роботою [6], у наближенні 
ефективної маси та прямокутного потенціалу 
скінченної величини для електрона 
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рівняння Шредінгера розв'язується точно. У ре-
зультаті в зображенні вторинного квантування 
гамільтоніан має вигляд 
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де Enl та Ek – дискретна та неперервна частини 
спектра відповідно, які визначені в роботі [9], а  
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– повний ортонормований набір хвильових функ-
цій. 

Фононний спектр та потенціал поля поляриза-
ції в моделі діелектричного континууму знайдені 
у [5]. У такій моделі гамільтоніан фононної під-
системи в зображенні чисел заповнення 

ILph HHH
)))

+= ,                      (4) 
де 

( )∑ +∑ Ω=
∞

=

+

1 2
1

s
msms

m
LL bbH ll

l

)))
, 

( )2
1+∑ Ω= +

mm
m

II bbH ll
l

l

)))
               (5) 

– гамільтоніани обмежених фононів і інтерфейс-
них фононів відповідно. Тут енергії ΩL збігаються 
з енергіями поздовжніх фононів відповідного 
масивного кристала, а енергії ΩIl  визначаються 
розв'язками дисперсійного рівняння [5]. 

Гамільтоніан взаємодії електрона з обмеже-
ними та інтерфейсними фононами в зображенні 
вторинного квантування за всіма змінними сис-
теми знаходиться через потенціал поля поляри-
зації на ортонормованій системі хвильових функ-
цій (3) і має вигляд 
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де IeLe HH −−
))

,  – гамільтоніани взаємодії з обме-
женими та інтерфейсними фононами, які, згідно з 
[5], виражаються через функції зв'язку (λ={s,I}) 
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Вони містять спільну для обмежених і інтер-
фейсних фононів кутову частину 
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Радіальна частина функцій зв'язку електрона з 

обмеженими фононами задається виразом (λ=s)  
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у якому значення ks визначаються з рівняння  
( ) ( ) ( ) ( ) 00110 1111 =− rknrkjrknrkj ssss llll ,   (10) 

а введене позначення 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )rknrkjrknrkjrkz sssss lllll 10 −= ,  (11) 

де індекс s=1,2,…, нумерує корені цих рівнянь 
при заданому l, а l=0,1,2,… 

Радіальна частина функції зв'язку електрона з 
інтерфейсними фононами задається виразом (λ=I)  
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де вирази для αi, βi і yls знайдені в [6]. 
Отже, гамільтоніан електрон-фононної систе-

ми в напівпровідниковій СКТ, розташованій між 
двома діелектричними середовищами, в зобра-
женні чисел заповнення визначений 
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,      (13) 
що дозволяє застосувати метод функцій Гріна для 
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знаходження перенормованого фононами основ-
ного електронного рівня. 

Оскільки електронний спектр – багаторівневий, 
то для розрахунку його перенормування зручно 
використати апарат функцій Гріна. Для системи, 
що досліджується, це можна зробити за допомо-
гою діаграмної техніки Фейнмана-Пайнса при 

T=0 К [10]. 
Фур'є-образ діагональної функції Гріна пов'я-

заний з масовим оператором рівнянням Дайсона 
Gµ(ω)=Gµµ(ω)={ω-Eµ-Mµ(ω)}-1,        (14) 

через масовий оператор (МО) Mµ(ω), який зада-
ється нижченаведеним діаграмним зображенням:  

        (15) 
У випадку слабкого електрон-фононного зв'яз-

ку, який реалізується в наногетеросистемі скло/ 
CdSe/скло, основний внесок у масовий оператор 
робить перша діаграма з ряду (14), і згідно з пра-
вилами діаграмної техніки Фейнмана-Пайнса для 
системи з гамільтоніаном (12), отримується масо-
вий оператор, який визначає перенормування ос-
новного стану електрона 

M(ω)=ML(ω)+MI(ω)),                 (16) 
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– доданки масового оператора, які описують вне-
ски в перенормування енергії основного рівня від 
взаємодії обмежених фононів з електроном у дис-
кретних станах (MLd(ω)) та в станах неперервного 
спектра (MLc(ω)); 
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– доданки масового оператора, які описують внес-
ки в перенормування енергії основного рівня від 
взаємодії інтерфейсних ( ±I ) фононів з електро-
ном у дискретних (d) та неперервних станах (c). 
s=± нумерує фононні гілки в наногетеросистемі, 
що вивчається. Оскільки така система містить дві 
границі поділу типа напівпровідник/діелектрик, 
то існують дві фононні гілки (±). 

Перенормовану фононами енергію ( 10
~E ) ос-

новного електронного рівня доцільно виразити 
через енергію основного стану E10 та повний зсув 
(∆) основного рівня 

∆+= 1010
~ EE .                     (19) 

Враховуючи структуру масового оператора 
(15), будемо досліджувати парціальні зсуви, які 
зумовлені відповідними механізмами електрон-
фононної взаємодії: 

∆=∆eL+∆eI+∆ec.                     (20) 
Розрахунок для конкретної наногетеросистеми 

виконувався на основі формул (17)-(20) цього па-
раграфа. 

Аналіз зсувів електронних рівнів на при-
кладі наногетеросистеми скло/CdSe/скло 

Розрахунок перенормованих взаємодією з 
фононами електронних спектрів на основі розви-
нутої теорії виконувався на прикладі напівпровід-
никової КТ CdSe, оточеної з обох боків склом. 
Вибір такої системи спричинений тим, що в ній 
досить слабкий електрон-фононний зв'язок.  

Фізичні параметри наносистеми, які викорис-
товувались при розрахунках, наведені у таблиці 1. 
За винятком глибин потенціальних ям, решта 
параметрів такі самі, як і в роботі [8]. 

Оскільки при T=0 К взаємодія електрона від-
бувається лише у процесах випромінювання L- і 
I-фононів, то всі парціальні внески і повний зсув 
від'ємні. 
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Таблиця 1. Параметри кристалів 

Середовище U, 
меВ 

me(m0) ε0 ε∞ ΩL, 
меВ 

ΩT, 
меВ 

CdSe 1820 0,13 9,3 6,1 26,54 21,49
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Рис.1. Залежність парціальних зсувів, що форму-
ються обмеженими фононами, від розміру КТ. 
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Рис.2. Залежність парціальних зсувів, що формують-
ся інтерфейсними (+) фононами, від розміру КТ. 
На рис.1 зображено картину формування пар-

ціального зсуву обмеженими фононами ∆eL. З ри-
сунка видно, що при малих розмірах КТ у наноге-
теросистемі з'являються основний та кілька збу-
джених рівнів (n,l – головне та орбітальне кван-
тові числа відповідно). Якісна поведінка зсувів, 
зумовлених різними рівнями, однакова: після по-
яви рівня з ростом nCdSe його внесок у величину 
∆eL повільно зменшується, виходячи на насичен-
ня. Кількісно найбільший внесок дає внутрірівне-
ва взаємодія. Хоча внески рівнів зі збільшенням 
nCdSe зменшуються, їх кількість у квантовій ямі 
швидко зростає. Отже, сумарний зсув, що форму-
ється кінематичною взаємодією через обмежені 
фонони, поступово зростає, досягаючи макси-
муму. 

Із загальної теорії випливає, що внутрірівнева 
взаємодія електрона з інтерфейсними фононами 
у сферично симетричних станах (l=0) відсутня. 
Тому на рис.2,3 видно, що парціальні зсуви +∆

eI
, 

−∆
eI

 сформовані лише міжрівневою взаємодією 

(основного стану з іншими) через дві гілки (I+,I-) 
відповідно. При всіх розмірах КТ величини +∆

eI
 

перевищують −∆
eI

. 

Із ростом КТ величини обох зсувів швидко до-
сягають максимуму, а потім повільно зменшують-
ся. Це зменшення пов'язане з тим, що при рості 
розміру КТ електрон локалізується у квантовій 
ямі CdSe, тобто ймовірність його перебування на 
межі поділу середовищ поступово зменшується 
до нуля, а саме там має максимум потенціал поля 
поляризації, зумовлений інтерфейсними фоно-
нами. 

Варто зауважити, що хоча врахування елект-
рон-фононної взаємодії через стани неперервного 
спектра (∆ec) значно збільшує числові розрахунки, 
однак воно необхідне, оскільки, як показують 
конкретні обчислення, цей механізм дає не менше 
10 % вкладу в перенормовані параметри спектра. 

На рис.4 показано залежності парціальних та 
повного зсувів від розміру КТ. Як видно з рисун-
ка, зсув, зумовлений взаємодією через континуа-
льні стани, дає майже постійну величину.  
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Рис.3. Залежність парціальних зсувів, що формують-
ся інтерфейсними (-) фононами, від розміру КТ. 
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Рис.4. Залежність повного та парціальних зсувів від 
розміру КТ. 
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Основний внесок у величину повного зсуву 
вносять обмежені фонони. Інтерфейсні фонони 
обох гілок роблять суттєвий внесок лише при ма-
лих розмірах, а потім їх внесок збільшується. 

При зростанні розміру КТ величина сумарно-
го зсуву виходить на насичення, наближаючись 
до величину зсуву в масивному кристалі CdSe. 

Отже, за допомогою апарата функції Гріна по-
казано, що при малих розмірах КТ зсув, зумовле-
ний взаємодією з оптичними та інтерфейсними 
фононами через дискретні та неперервні стани, 
зменшується, а при великих розмірах КТ – набли-
жається до величину зсуву основного стану в ма-
сивному гетерокристалі CdSe. 
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