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КЛАСИЧНА  ТЕОРІЯ  ВИПРОМІНЮВАННЯ  ЗАРЯДЖЕНИХ  
ЧАСТИНОК.  IІ.  ВПЛИВ  СЕРЕДОВИЩА  НА  СПЕКТР  
ВИПРОМІНЮВАННЯ  ЗАРЯДЖЕНИХ  ЧАСТИНОК,  ЩО  

РУХАЮТЬСЯ  В  ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ  ПОЛЯХ 

Узагальнено і розвинуто дослідження авторів в області випромінювання заряджених частинок, 
що рухаються в електромагнітних полях, в ізотропних непоглинаючих середовищах і у вакуумі. 
Методом сили самодії Лоренца досліджені миттєва та середня потужності випромінювання 
заряджених частинок, що рухаються вздовж довільної траєкторії в ізотропному середовищі і у 
вакуумі. Особлива увага приділена дослідженню особливостей спектрального розподілу синхро-
тронного, черенковського та синхротронно-черенковського випромінювань заряджених частинок, 
що рухаються по гвинтовій лінії. 

The work is the generalization and further development of the studies of the authors in the field of 
the radiation of charged particles moving in electromagnetic fields in nonabsorbable isotropic medium 
and in vacuum. The expressions for the momentary and average radiation powers of the charged 
particles moving on an arbitrary trajectory in nonabsorbable isotropic media and in vacuum are 
studied by using the Lorentz's self-interaction method. Special attention is given to the research of 
particularities of the spectral distribution of the Cherenkov, synchrotron and synchrotron-Cherenkov 
radiations of charged particles moving in a spirale. 

Вступ 
Упродовж майже ста років неперервний інтерес 

являють дослідження спектра випромінювання 
заряджених частинок, що рухаються в постійному 
магнітному полі у вакуумі і в ідеальних (прозо-
рих) феродіелектриках (непоглинаючих сере-
довищах з ε≠1, µ≠1). При русі заряджених час-
тинок у магнітному полі в середовищі можливі 
три види випромінювання: синхротронне, черен-
ковське і синхротронно-черенковське, а у вакуумі 
можливе синхротронне випромінювання. 

Докладні дослідження властивостей випромі-
нювання, яке випускається електроном при його 
русі по колу, вперше проведені Шоттом [1-3] у 
зв’язку зі спробою пояснити дискретну природу 
атомних спектрів. Шотт [1-3], використовуючи в 
розрахунках модель, згідно з якою електрони в 
атомі рухаються навколо позитивного заряду по 
колах типу кілець Сатурна, спробував строгими 
методами класичної електродинаміки розрахувати 
спектр електрона. Його спроби пояснити випромі-
нювання атома на основі класичної електродина-
міки виявились безуспішними. Значення праць 
Шотта по справжньому усвідомили майже через 
40 років, коли виникло цілком нове питання про 

випромінювання заряду, що рухається по колу 
вздовж макроскопічної траєкторії [4]. 

Існування радіаційних втрат енергії електронів, 
що рухаються в магнітному полі прискорювача, 
було підтверджено дослідами Блюітта [5], який 
вперше виявив скорочення радіусів орбіт елек-
тронів у міру збільшення їх енергії. 

Для електронів, які рухаються у синхротроні 
по колу, випромінювання вперше встановлено в 
1948 році [6]. 

Важливий крок у теоретичних дослідженнях 
спектрального складу синхротронного випромі-
нювання – асимптотичні формули [7-8], які добре 
узгоджуються з дослідом у видимій області [9], в 
ультрафіолетовій області [10] та в рентгенівському 
діапазоні [11]. 

Необхідно підкреслити, що теоретичні дослі-
дження поляризаційних властивостей синхро-
тронного випромінювання [12,13] добре узгоджу-
ються з експериментальними даними досліджень 
[14]. Досить повне експериментальне досліджен-
ня поляризації синхротронного випромінювання 
проведено в роботах [15-19]. 

Багато цінної інформації з класичної теорії 
синхротронного випромінювання і її дослідного 
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підтвердження можна знайти у монографіях, під-
ручниках та збірниках [12,20-27]. 

Важливе значення має встановлення того фак-
ту, що нетеплове випромінювання Галактики 
пояснюється механізмом синхротронного випро-
мінювання [28-31]. 

Стосовно астрофізичних задач доцільно ви-
користовувати узагальнення формули Шотта на 
випадок руху електрона по гвинтовій лінії [20, 24]. 

Ондуляторне випромінювання, інтерес до яко-
го проявляється у зростаючому ступені, являє 
собою електромагнітне випромінювання заря-
джених частинок при їх русі в системах із пері-
одичним зовнішнім полем. Ондуляторне випро-
мінювання за своєю природою близьке до син-
хротронного, а різниця між цими двома типами 
випромінювання пов’язана тільки з ефектив-
ною довжиною траєкторії, на якій вони фор-
муються [4]. Вперше на можливість випроміню-
вання релятивістськими електронами при їх русі в 
періодичних системах (електричний ондуля-
тор) вказав Гінзбург ще в 1947 р. [32]. 

Термін "ондулятор" ввів Мотц [33-35]. Маг-
нітний ондулятор – це послідовний ряд магніт-
них полів різної полярності. 

За допомогою магнітного ондулятора Мотц 
[35] провів перші досліди із спостереження он-
дуляторного випромінювання. 

Важливий крок у цьому напрямку – встанов-
лення ондулятора у прямолінійний проміжок син-
хротрона або накопичувального кільця [4,36-37]. 

Важливу інформацію про ондуляторне випро-
мінювання наведено в роботах [38-42]. 

Останнім часом значення досліджень онду-
ляторів зростає у зв´язку з реалізацією програми 
створення генераторів когерентного випроміню-
вання на вільних електронах (лазерів на вільних 
електронах) [4,26,43-47]. 

При русі вздовж дуги кола має місце генера-
ція низькочастотного випромінювання, з'явля-
ються інші особливості в порівнянні з синхро-
тронним випромінюванням [4,48-50]. 

Явище інтерференції при випромінюванні 
електромагнітних хвиль окремими електронами 
може спричинити вплив на повну потужність 
випромінювання, тобто виникає когерентне син-
хротронне випромінювання [1-3,21,51-56]. 

Останні спостереження за когерентним син-
хротронним випромінюванням [57-59] вказують 
на необхідність дослідження впливу форми і 
розмірів згустка на когерентне синхротронне 
випромінювання [60-62]. 

Когерентність синхротронного випромінюван-
ня в області радіодіапазону викликала інтерес у 

зв'язку з дослідженням радіовипромінювання, яке 
приходить від пульсарів [63-64]. Оцінка потужно-
сті цього випромінювання приводить до при-
пущення, що радіовипромінювання відбува-
ється когерентно і зумовлене зарядами, згрупова-
ними у вигляді згустків, які обертаються навколо 
поверхні пульсара [4, 63, 64]. 

При прямолінійному русі заряджених частинок 
у прозорих феродіелектриках, для швидкостей 
частинок більших, ніж фазова швидкість світла 
в цих середовищах, відбувається колективний 
процес, який отримав назву випромінювання Че-
ренкова [65-70]. Потужність випромінювання 
Черенкова при проходженні зарядженої частинки 
крізь ідеальний (прозорий) діелектрик, власти-
вості якого задаються через макроскопічний пара-
метр – діелектричну проникність, вперше отрима-
на Таммом і Франком [71]. Вираз для потужності 
випромінювання Черенкова від зарядженої час-
тинки, що рухається в прозорому феродіелек-
трику (непоглинаюче середовище з ε≠1, µ≠1), 
отримали О.Г. Ситенко [70,72], а потім Д.Д. Іва-
ненко і В.Н. Цитович [73], Наг і Саід [74]. 

Подальший розвиток теорії випромінювання 
Черенкова дає змогу пояснити випромінювання 
електричних і магнітних диполів, мультиполів і 
осциляторів [69, 70, 75-78], що рухаються прямо-
лінійно у непоглинаючих середовищах. 

Випромінювання Черенкова пучками елек-
тронів розглянуто в роботах [33,35,79-80]. 

В останній час викликають інтерес досліджен-
ня спектра випромінювання Черенкова неточко-
вих розподілів, згустків заряджених частинок та 
систем точкових заряджених частинок [81-83], 
які рухаються прямолінійно і рівномірно в ізо-
тропних прозорих (непоглинаючих) середовищах. 

Спектр випромінювання заряджених частинок, 
які рухаються в площині, паралельній нескін-
ченній площині діелектрика, досліджено в ро-
ботах [32, 79, 84-87]. 

В.Н. Цитович [88] докладно розглянув випадок 
руху релятивістської зарядженої частинки по колу 
в постійному магнітному полі в диспергуючому 
середовищі. При цьому можливі два типи випро-
мінювання – черенковське випромінювання і син-
хротронне випромінювання. Однак результую-
че випромінювання не є простою суперпозицією 
цих двох випромінювань, а має специфічні особ-
ливості. Випромінювання зарядженої частинки, 
що рухається по колу в середовищі, докладно до-
слідив також Кітао [89]. Ефект Черенкова при 
русі електрона по колу розглянуто також у пра-
цях [90-91]. 
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Спектр випромінювання електрона, що руха-
ється по гвинтовій лінії в магнітоактивній плазмі 
та в прозорих феродіелектриках, досліджено в 
роботах [92-103], де підтверджено ефективність 
методу сили самодії Лоренца в непоглинаючих 
середовищах. У розвинутому методі сили самодії 
Лоренца використовується гіпотеза Дірака [8, 95, 
104-106], згідно з якою потенціали, які визна-
чають роботу сили самодії, розраховуються через 
напіврізницю запізнюючих і випереджаючих 
потенціалів. 

Розвинутий метод сили самодії Лоренца, який 
базується на гіпотезі Дірака, виявився ефективним 
при подальшому дослідженні спектра випроміню-
вання систем заряджених частинок, особливо при 
їх русі в непоглинаючих середовищах [106-117]. 

Отримані в роботі [106] співвідношення для 
спектрально-кутових та спектральних розподілів 
миттєвої та середньої потужностей випроміню-
вання дозволяють дослідити спектр випроміню-
вання різноманітних розподілів заряджених час-
тинок, а також спектр випромінювання систем 
точкових заряджених частинок. 

Мета даної роботи – подальший розвиток 
методу сили самодії, який грунтується на гіпотезі 
Дірака [8, 95, 104-106]. Значна увага буде приді-
лена дослідженню впливу ефекту Доплера на 
особливості спектра випромінювання зарядженої 
частинки при її русі по гвинтовій лінії в прозо-
рому феродіелектрику. Метою роботи є також 
числовий розрахунок спектра випромінювання 
зарядженої частинки при її русі по гвинтовій лінії 
в постійному магнітному полі в прозорому феро-
діелектрику і у вакуумі у нерелятивістському й 
релятивістському випадках. 

Використовуючи отримані точні інтегральні 
співвідношення для спектрального розподілу по-
тужності випромінювання заряджених частинок, 
аналітичними та числовими методами досліджені 
особливості спектра синхротронного, черенков-
ського і синхротронно-черенковського випромі-
нювань. 

Миттєва і середня за часом потужності 
випромінювання заряджених частинок 

У даній роботі при дослідженні спектра ви-
промінювання заряджених частинок використо-
вується метод та позначення роботи [106]. Робота 
сили самодії Лоренца за одиницю часу Ptot(t) у 
ізотропному непоглинаючому середовищі, а також 
у вакуумі визначається за співвідношенням: 

( ) ( ) ( ) rdtrEtrjtP Dirtot rrrrr ,,∫
τ

−= ,       (1) 

де τ – об'єм, ( ) −trj ,r
r

густина струму ( ) −trE Dir ,r
r

 
напруженість електричного поля. 

Скалярний ( )trDir ,rϕ  та векторний ( )trADir ,r
r

 
потенціали, згідно з гіпотезою Дірака [8, 95, 104-
106] визначаються через напіврізницю запізню-
ючих та випереджаючих потенціалів: 
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Миттєву потужність, зумовлену силою само-
дії Лоренца, можна виразити через потенціали 
[8, 106], 
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Визначимо повну миттєву потужність, зумовлену 
силою самодії Лоренца Ptot(t), через суму потуж-
ностей випромінюваної енергії Prad(t) і енергії 
прискорення Pacc(t) [8, 106]: 
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де ( ) −ρ tr  ,r  густина заряду. 
Отже, в ізотропному непоглинаючому сере-

довищі та у вакуумі дія на заряджену частинку 
електричного поля, яке визначається згідно з гіпо-
тезою Дірака, зумовлює два ефекти: випроміню-
вання електромагнітних хвиль і появу енергії 
прискорення [8, 106, 113]. 

Миттєва потужність випромінювання Prad(t), 
виражена через спектрально-кутовий розподіл 
потужності випромінювання W1(t,ω,θ,ϕ), отрима-
на зі співвідношення (6) в роботі [106]: 
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Миттєва потужність випромінювання Prad(t), 
виражена через спектрально-кутовий розподіл 
потужності випромінювання W2(t,ω,θ), отрима-
на в [106] шляхом інтегрування (8) і (9) по куту 
ϕ за допомогою співвідношення [118, 119]: 
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Миттєва потужність випромінювання Prad(t), 
яка виражена через спектральний розподіл потуж-
ності випромінювання W3(t,ω), отримана в робо-
тах [103, 106]. 

Проінтегруємо співвідношення (11) і (12) по 
θ за допомогою співвідношення для функцій Бес-
селя цілочисельного індексу згідно з роботами 
[106, 118, 119]: 
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Тоді отримаємо: 
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Співвідношення (9), (12), (15) дають можли-
вість визначити спектрально-кутовий і спектраль-
ний розподіли миттєвої потужності випроміню-
вання заряджених частинок, що рухаються по 
довільній траєкторії в електромагнітному полі в 
непоглинаючому ізотропному середовищі. 

Середня за часом потужність випромінюван-
ня заряджених частинок визначається виразом 
[106, 110-115]: 
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Співвідношення (16) можна перетворити до ви-
гляду 
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Співвідношення (16) і (17) вказують на те, що 
середня за часом потужність енергії прискорення 
дорівнює нулю. 

Середню потужність випромінювання заря-
джених частинок отримаємо, підставляючи мит-
тєву потужність (8)-(9), (11)-(12), (14)-(15) у спів-
відношення (17).  

Миттєва потужність випромінювання не-
взаємодіючої системи гетерогенних точко-
вих заряджених частинок 

При нехтуванні силою радіаційного тертя за-
кон руху l-ї точкової зарядженої частинки ви-
значається з рівнянь руху: 

[ ]BV
c
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l
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l
l rrrr
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0

/1 cV

Vm
p

l

ll
l

−
=

r
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де ql, m0l, lV
r

 і lpr  відповідно заряд, маса спокою, 
швидкість та релятивістський імпульс l-ї частинки. 
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Використовуємо функції джерел N точкових 
заряджених частинок 
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( ) ( )( )trrqtr lll
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−δ=ρ , ,                  (21) 

де ( ) −trl
r закон руху l-ї частинки. 
Тоді отримаємо спектрально-кутові і спек-

тральний розподіли миттєвої потужності випро-
мінювання невзаємодіючої гетерогенної системи 
N точкових заряджених частинок 
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Підставляючи співвідношення (24) в (14), при-
ходимо до виразу миттєвої потужності випро-
мінювання системи заряджених частинок у прозо-
рих феродіелектриках, який одержаний в роботі 
[114]: 
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Середню потужність випромінювання можна 
одержати з виразу (17) 
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Розглянемо систему тотожних точкових заря-
джених частинок (ql=e), які рухаються одна за 
одною вздовж довільної траєкторії. Тоді закон 
руху та швидкість l-ї частинки цієї системи ви-
значаються співвідношеннями [115]: 

( ) ( )jpj ttrtr ∆+=
rr ,  ( ) ( )jj ttVtV ∆+=

rr
.    (27) 

Спектрально-кутовий розподіл середньої потуж-
ності випромінювання одержимо, підставляючи 
вирази (8), (22), (27) в (17). Тоді дістанемо вираз, 
наведений у роботі [115]: 
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де фактор когерентності SN(ω) визначається спів-
відношенням: 
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Інтегруючи по ϕ (28), за допомогою співвідно-
шення (10), знаходимо: 
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де  ( )
ω

ω
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c
na . 

Після інтегрування по θ згідно зі співвідношенням 
(13), знаходимо: 
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Отже, отримані вирази середньої потужності 
випромінювання гетерогенної системи зарядже-
них частинок у випадку тотожних частинок під-
тверджують результати роботи [115]. 

Числові і аналітичні дослідження особли-
востей спектрів випромінювання заряджених 
частинок, які рухаються вздовж гвинтової 
лінії у прозорому феродіелектрику і у вакуумі 

Розглянемо частковий випадок, коли елек-
трон рухається по гвинтовій лінії в ідеальному 
(прозорому) феродіелектрику та у вакуумі. Закон 
руху та швидкість електрона визначаються спів-
відношеннями: 
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V⊥, V|| – компоненти швидкості, p, Ε~  – імпульс 
і енергія електрона, e і m0 – заряд і маса спокою 
електрона, extB

r
 – зовнішня магнітна індукція. 

Для закону руху (32) співвідношення (31) на-
буває вигляду: 
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Інтегральне зображення (34) являє інтерес при 
дослідженні спектра випромінювання заряджених 
частинок, які рухаються в ідеальному (прозорому) 
феродіелектрику та у вакуумі [95, 118]. 

Підставляючи вираз для закону руху (32) у 
співвідношення (30), знаходимо 
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Використовуючи ряди по функціях Бесселя 
цілочисельного індексу [119] 
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2
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рекурентні співвідношення [119] 

( ) ( ) ( )zJ
z
mzJzJ mmm 211 =+ +− ,        (40) 

( ) ( ) ( )zJzJzJ mmm ′=− +− 211 ,           (41) 
та інтегральне зображення для дельта-функції 
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знаходимо спектрально-кутовий розподіл по-
тужності випромінювання по гармоніках [96]: 
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Jm(q), ( )qJ m′  – функція Бесселя цілочисельного 
індексу та її похідна відповідно. 

Для V||<c/n(ω) кожна гармоніка представляє 
набір частот, які є розв'язком рівняння 
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У випадку постійних величин ε та µ для швид-
костей V<c/n отримаємо [120] 
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Межі m-ї гармоніки визначаються частотами 
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Сумуючи у співвідношенні (46) ряди по функціях 
Бесселя цілого індексу та інтегруючи по θ, отри-
маємо потужність випромінювання електрона у 
середовищі з постійними ε і µ [95, 120]. 

2

2

22

22
0

3

2

1
3
2











−

ωµ
= ⊥

c
Vn

V

c
nePtot

m ,            (49) 

де       
2

2
002

2

0
0 11

c
V

c
V

cm
eBext

−ω=−=ω .    (50) 

У вакуумі потужність випромінювання (49) пере-
ходить у вираз, наведений в роботі [121]. 

Визначимо, для яких швидкостей заряджених 
частинок потужності випромінювання цих части-
нок у вакуумі і у ідеальному (прозорому) діелек-
трику (µ=1, ε≠1) рівні, якщо для векторів швидко-
стей у вакуумі vacV

r
 і у середовищі mV

r
 існує зв'я-

зок: 
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= ,                       (51) 
де n – показник заломлення. 

Потужності випромінювання у вакуумі і у 
ідеальному діелектрику (µ=1) визначаються спів-
відношеннями: 
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Враховуючи рівність потужностей 
tot
m
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vac PP =                          (54) 

і співвідношення (51), отримаємо рівняння 
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Звідси знаходимо швидкості (µ=1, таблиця 1), для 
яких виконується рівність потужностей (54) 
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12
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nn

ncVvac .                (57) 

Наведемо проведені числові розрахунки спек-
трального розподілу потужності випромінювання 
заряджених частинок, що рухаються по гвинтовій 
лінії у вакуумі і у ідеальному (прозорому) діе-
лектрику (µ=1), використовуючи співвідношення 
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(35). Розглянемо особливості спектрального роз-
поділу потужності випромінювання, коли ком-
понента швидкості зарядженої частинки вздовж 
магнітного поля більша, ніж компонента швид-
кості, перпендикулярна магнітному полю (ви-
падок відповідає №8 таблиці 1). 
Таблиця 1. Швидкості заряджених частинок, які зумов-
люють однакові потужності випромінювання у вакуумі і 
в середовищах 
№ n 100 10×mV , см/с 100 10×vacV , см/с 

1 1,2 1,5713 1,8856 
2 1,4 1,4357 2,0100 
3 1,6 1,3198 2,1116 
4 1,8 1,2198 2,1957 
5 2,0 1,1331 2,2662 
6 3,0 0,8315 2,4944 
7 4,0 0,6542 2,6168 
8 5,0 0,5384 2,6922 
9 6,0 0,4572 2,7431 

10 7,0 0,3971 2,7796 
11 8,0 0,3509 2,8070 
12 9,0 0,3143 2,8284 
13 10,0 0,2846 2,8455 
14 11,0 0,2599 2,8595 

0 10 20 30 40
0

5

10

15

20

2

W (ω)⋅ω
0 j
⋅10-17ерг/с

1
1

ω/ω
0j  

Рис.1. Спектральний розподіл потужності випро-
мінювання по відносній частоті. 
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Рис.2. Спектральний розподіл потужності випро-
мінювання по частоті. 
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Рис.3. Спектральний розподіл потужності випро-
мінювання по відносній частоті 
Всі розрахунки проведені для випадку, коли 

у вакуумі H=1 Ерстед, а в ідеальному (прозорому) 
діелектрику B=1 Гс=10-4 Tл. 

Спектральні розподіли по відносній частоті 
ω/ω0j потужності випромінювання заряджених 
частинок (криві 1, 2 на рис.1) у вакуумі і у середо-
вищі (n=5) збігаються.. Ті ж самі розподіли по-
тужності випромінювання по частоті ω зображені 
на рис.2. З рис.2 випливає, що для швидкостей, які 
задовольняють співвідношенням (56) і (57), ви-
промінювання у вакуумі відбувається на більш 
низьких частотах ніж у діелектрику. 

Крива 1: n=1, V⊥vac=0,1⋅1011 cм/с, 
V||vac=0,25⋅1011 cм/с, ω01=0,773⋅107 pад/с, 
r01=1293,1 см, 1510913,0 −⋅=tot

vacP  ерг/с, 

=int
vacP 0,91⋅10-15 ерг/с. 
Крива 2: n=5, V⊥m=0,2⋅1010 cм/с, 

V||m=0,5⋅1010 cм/с, ω02=0,173⋅108 pад/с, 

r02=115,6 см, 1510914,0 −⋅=tot
mP  ерг/с 

15int 10915,0 −⋅=mP  ерг/с. 
Розрахована за співвідношенням (52) повна 

потужність випромінювання у вакуумі =tot
vacP  

0,913⋅10-15 ерг/с добре узгоджується з =int
vacP  

0,91⋅10-15 ерг/с, отриманою шляхом інтегрування у 
(34) по частоті спектрального розподілу випромі-
нювання (35). У середовищі потужності випро-
мінювання відповідно рівні =tot

mP 0,914⋅10-15 ерг/с 

згідно (53) і =int
mP 0,915⋅10-15 ерг/с згідно (34), (35). 

Крива 3: n=1, V⊥vac=0,104⋅1011см/с, 
V||vac=0,26⋅1011см/с, ω03=0,628⋅107рад/с, 

r03=1656,0 см, 14101498.0 −⋅=tot
vacP ерг/с, 

=int
vacP 0,1475⋅10-14 ерг/с. 
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Крива 4: n=5,2, V⊥m=0,2⋅1010см/с, 
V||m=0,5⋅1010см/с, ω04=0,173⋅108 рад/с, 

r04=115,6см, 14102186,0 −⋅=tot
mP ерг/с, 

14int 102165,0 −⋅=mP ерг/с. 
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Рис.4. Спектральний розподіл потужності випро-
мінювання по частоті 
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Рис.5. Спектральний розподіл потужності випро-
мінювання по відносній частоті 
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Рис.6. Спектральний розподіл потужності випро-
мінювання по частоті. 

При русі в середовищі для швидкостей, які 
задовольняють співвідношення (51), при >mV

r
 

0
mV
r

> , 0
vacvac VV
rr

> , потужність випромінювання 

більша у середовищі, ніж у вакуумі (рис.3). У 
середовищі значно збільшується діапазон частот, 
в якому відбувається випромінювання електро-
магнітної енергії зарядженими частинками (рис.4). 

Зокрема, спектральний розподіл потужностей 
випромінювання заряджених частинок при про-
ходженні вакууму, крива 3 рис.3, за виглядом 
мало відрізняється від спектрального розподілу 
потужності випромінювання в спіральному онду-
ляторі [122]. При проходженні заряджених час-
тинок через середовище (крива 4 рис.3) спек-
тральний розподіл потужності випромінюван-
ня заряджених частинок близькій за формою до 
потужності випромінювання при проходженні 
через кристал [122, 123]. 

При наближенні до черенковського бар'єра 
спектр випромінювання в середовищі має стру-
ктуру, зображену на рис.5 і 6. Для швидкостей, 
які задовольняють умову (51), при наближенні 
швидкостей заряджених частинок у середовищі 
до черенковського бар'єра, потужність випромі-
нювання в середовищі вже набагато більша, ніж у 
вакуумі (рис.5, 6). Окрім того, вплив ефекту До-
пплера зумовлює можливість випромінювання 
електромагнітної енергії на високих частотах. 

Крива 5: n=1, V⊥vac=0,11⋅1011см/с,  
V||vac=0,275⋅1011см/с, ω05=0,272⋅107рад/с, 

r05=4043,1см, 14108928,0 −⋅=tot
vacP ерг/с, 

14int 108889,0 −⋅=vacP  ерг/с. 
Крива 6: n=5,5, V⊥m=0,2⋅1010см/с, 

V||m=0,5⋅1010 см/с, ω06=0,173⋅108 рад/с, 

r06=115,6 см, 13106565,0 −⋅=tot
mP ерг/с,  

13int 106507,0 −⋅=mP  ерг/с. 
Для показника заломлення n=5,6, при швид-

костях V⊥m=0,2⋅1010 см/с, V||m=0,5⋅1010 см/с, вико-
нуються умови існування синхротронно-черен-
ковського випромінювання. Синхротронно-черен-
ковське випромінювання в середовищі або єдиний 
процес [103, 115], або складна суперпозиція син-
хротронного і черенковського випромінювань 
[88, 95, 96, 115, 118], як випливає з рисунків 7 і 8. 
У тому випадку, коли компонента швидкості, 
перпендикулярна магнітному полю, мала у по-
рівнянні з величиною повної швидкості, спектр 
синхротронно-черенковського випромінювання 
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мало відрізняється від спектра випромінювання 
Черенкова при прямолінійному русі в ідеальному 
(прозорому) діелектрику (крива 8, рис.7,8). Поту-
жність черенковського випромінювання при пря-
молінійному русі визначається співвідношенням 
(ε, µ – постійні величини): 
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Рис.7. Спектральний розподіл потужності випро-
мінювання по відносній частоті. 
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Рис.8. Спектральний розподіл потужності випро-
мінювання по відносній частоті. 
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Рис.9. Спектральний розподіл потужності випро-
мінювання по відносній частоті. 

Потужність випромінювання Черенкова при пря-
молінійному русі =tot

chP 0,2431⋅10-11 ерг/с (спів-
відношення (58)) добре узгоджується з потужні-
стю синхротронно-черенковського випроміню-
вання 11int 102454,0 −⋅=mP ерг/с, яка розрахована 
при русі зарядженої частинки з малою компонен-
тою швидкості, перпендикулярної магнітному 
полю (модулі швидкостей рівні).  

Крива 7: n=5,6, V⊥m=0,2⋅1010см/с, 
V||m=0,5⋅1010см/с, ω07=0,173⋅108 рад/с, 

r07=115,6 см, 11int 101656,0 −⋅=mP  ерг/с. 
Крива 8: n=5,6, V⊥m=0,1⋅108см/с, 

V||m=0,5385156⋅1010см/с, ω08=0,173⋅108рад/с, 

r08=0,6 см, 11102431,0 −⋅=tot
chP  ерг/с, 

11int 102454,0 −⋅=mP  ерг/с. 
У вакуумі у випадку коли V⊥vac=0,2⋅1010 см/с, 

V||vac=0,5⋅1010 см/с випромінювання відбувається 
на основній частоті, яка внаслідок впливу ефекту 
Допплера розширюється в смугу (крива 9, рис.9, 
10), межі якої визначаються співвідношеннями 
(48). Із рисунків 9 і 10 випливає, що при малих 
швидкостях випромінювання в основному відбу-
вається перпендикулярно площині кола як в на-
прямку компоненти V||, так і в напрямку, проти-
лежному напрямку швидкості V||. Для випадку, 
коли V⊥vac=0,6⋅1010см/с, V||=0,15⋅1011см/с, випро-
мінювання відбувається на першій і другій гар-
моніках (крива 10, рис.9 і 10). 

Крива 9: n=1, V⊥vac=0,2⋅1010см/с, 
V||vac=0,5⋅1010см/с, ω09=0,173⋅108рад/с, 

r09=115,6см, 
17107298,0 −⋅=tot

vacP ерг/с, 
17int 10745,0 −⋅=vacP  ерг/с. 
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Рис.10. Спектральний розподіл потужності випро-
мінювання по частоті. 
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Крива 10: n=1, V⊥vac=0,6⋅1010см/с, 
V||vac=0,15⋅1011см/с, ω010=0,148⋅108рад/с, 
r010=405,0 см, 16108958,0 −⋅=tot

vacP ерг/с, 
16int 108935,0 −⋅=vacP ерг/с. 

У вакуумі, у випадку коли V⊥vac=0,4⋅1010см/с, 
V||vac=0,1⋅1011 см/с, випромінювання відбувається 
на першій гармоніці, зумовленій основною часто-
тою (крива 11, рис.11, 12), а друга гармоніка тіль-
ки починає з'являтися (рис.11, 12). Для швид-
костей V⊥vac=0,8⋅1010 см/с, V||vac=0,2⋅1011 см/с, 
починає з'являтися випромінювання на третій 
гармоніці. 

Крива 11: n=1, V⊥vac=0,4⋅1010см/с, 
V||vac=0,1⋅1011см/с, ω011=0,1641⋅108рад/с, 
r011=243,7 см, 1610244,0 −⋅=tot

vacP ерг/с, 
16int 103296,0 −⋅=vacP  ерг/с. 

Крива 12: n=1, V⊥vac=0,8⋅1010см/с, 
V||vac=0,2⋅1011см/с, ω012=0,1223⋅108рад/с, 
r012=654,0 см, 15102336,0 −⋅=tot

vacP ерг/с, 
15int 102340,0 −⋅=vacP ерг/с.  
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Рис.11. Спектральний розподіл потужності випро-
мінювання по відносній частоті. 
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Рис.12. Спектральний розподіл потужності випро-
мінювання по частоті. 

У середовищі для n=2, V⊥m=0,2⋅1010 см/с, V||m= 
=0,5⋅1010 см/с, спектр випромінювання (крива 13, 
рис.13) подібний до спектра випромінювання у 
вакуумі (крива 11 рис.11, 12). У середовищі для 
n=4, V⊥m=0,2⋅1010см/с, V||m=0,5⋅1010см/с, спектр 
випромінювання (крива 14, рис.13) подібний до 
спектра випромінювання у вакуумі (кривій 12, 
рис.11, 12). 
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Рис.13. Спектральний розподіл потужності випро-
мінювання по відносній частоті. 
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Рис.14. Спектральний розподіл потужності випро-
мінювання по відносний частоті. 
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Рис.15. Спектральний розподіл потужності випро-
мінювання по частоті. 
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Рис.16. Спектральний розподіл потужності випро-
мінювання по частоті. 

На рис.14 для порівняння зображено спек-
тральний розподіл потужностей випромінювання 
в середовищі при n=3, V⊥m=0,2⋅1010 см/с, V||m= 
=0,5⋅1010 см/с, та у вакуумі V⊥vac=0,6⋅1010 см/с, 
V||vac=0,15⋅1011 см/с. Для швидкостей, які задо-

вольняють співвідношення (51), при 0
mm VV
rr

< , 

0
vacvac VV
rr

<  потужність випромінювання більша 

у вакуумі (крива 10, рис.9, 10), ніж у середовищі 
(крива 15, рис.14,15). Випромінювання електро-
магнітної енергії (криві 10 та 15) відповідно у 
вакуумі і у середовищі відбувається на першій і на 
другій гармоніках. 

На рис.16 для порівняння зображено спек-
тральний розподіл потужностей випромінювання 
в середовищі при n=4, V⊥m=0,2⋅1010см/с, V||m= 
=0,5⋅1010 см/с, та у вакуумі при V⊥vac=0,8⋅1010 

см/с, V||vac=0,2⋅1011 см/с. 
Крива 13: n=2, V⊥m=0,2⋅1010см/с, 

V||m=0,5⋅1010см/с, ω013=0,173⋅108рад/с, 

r013=115,6 см, 16101802,0 −⋅=tot
mP ерг/с, 
16int 10183,0 −⋅=mP  ерг/с. 

Крива 14: n=4, V⊥m=0,2⋅1010см/с, 
V||m=0,5⋅1010см/с, ω014=0,173⋅108рад/с, 

r014=115,6см, 
15101168,0 −⋅=tot

mP ерг/с, 
15int 101171,0 −⋅=mP ерг/с.  

Крива 15: n=3, V⊥m=0,2⋅1010см/с, 
V||m=0,5⋅1010см/с, ω015=0,173⋅108рад/с, 

r015=115,6 см, 16104072,0 −⋅=tot
mP  ерг/с, 
16int 10411,0 −⋅=mP ерг/с. 

Розраховані по спектральному розподілу по-
тужності випромінювання заряджених частинок 
(співвідношення (34) і (35)) добре узгоджуються з 
потужностями випромінювання, які розраховані 
по точних формулах (52) і (53). У роботі дослі-
джена послідовно тонка структура спектра ви-
промінювання заряджених частинок, що рухають-
ся по гвинтовій лінії в постійному магнітному по-
лі як у вакуумі, так і в ідеальному 
феродіелектрику. 

З проведених досліджень випливає, що при 

швидкостях 1<<⊥
c

V , 1|| <<
c

V
 випромінювання в 

основному відбувається перпендикулярно площи-
ні кола як у напрямку компоненти V||, так і в про-
тилежному напрямку. 

Отримані спектральні розподіли потужності 
синхротронного, черенковського і синхротронно-
черенковського випромінювань мають фундамен-
тальне значення в області теорії випромінювання 
заряджених частинок, а також можуть знайти 
практичне застосування при створенні нових 
джерел електромагнітної енергії (лазерів на віль-
них електронах). 
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