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КЛАСИЧНА  ТЕОРІЯ  ВИПРОМІНЮВАННЯ  ЗАРЯДЖЕНИХ 
ЧАСТИНОК.  III.  ПОТУЖНІСТЬ  ВИПРОМІНЮВАННЯ  

ЗАРЯДЖЕНИХ  ЧАСТИНОК,  ЯКІ  РУХАЮТЬСЯ  В  ПОСТІЙНОМУ 
ЕЛЕКТРИЧНОМУ  ПОЛІ  В  НЕПОГЛИНАЮЧИХ  СЕРЕДОВИЩАХ 

Узагальнено і розвинуто дослідження авторів в області випромінювання заряджених части-
нок, що рухаються в електромагнітних полях, в ізотропних непоглинаючих середовищах та у 
вакуумі. Методом сили самодії Лоренца досліджені миттєва та середня потужності випроміню-
вання системи невзаємодіючих заряджених частинок, що рухаються в постійному електрично-
му полі в непоглинаючому ізотропному середовищі та у вакуумі. 

The work is the generalization and further development of the authors' studies in the field of the 
radiation of charged particles moving in electromagnetic fields in nonabsorbable isotropic media and 
in vacuum. The expressions of the momentary and average of radiation power of charged particles 
moving in constant electrical field in nonabsorbable isotropic medium and in vacuum are studied by 
using the Lorentz's self-interaction method. 

Вступ 
Прямолінійний прискорений рух заряджених 

частинок у постійному електричному полі отри-
мав назву гіперболічного руху [1]. При гіперболі-
чному русі не утворюється хвильова зона і цей 
факт привів до висновку, що заряд у даному ви-
падку не випромінює [1]. 

У процесі подальших досліджень стало ясно, 
що в деяких випадках потужність роботи сили 
радіаційного тертя може і не дорівнювати енер-
гії випромінювання за одиницю часу [2-6] (пара-
докс Борна). З одного боку, згідно з класичним 
рівнянням Дірака [7], сила радіаційного тертя 
дорівнює нулю. З іншого боку, згідно з теоремою 
Лармора [8-10], потужність випромінювання заря-
ду, який рухається з прискоренням, відмінна від 
нуля. 

Поле електричного заряду досліджено також 
Шоттом [11]. Шотт вводить поняття енергії при-
скорення [6, 12] як енергії, яка накопичується еле-
ктроном завдяки його прискоренню. Шотт [12], 
на основі розвинутого ним підходу, дослідив де-
кілька конкретних видів руху, в тому числі й гі-
перболічний рух, причому в останньому випадку 
він робить висновок, що енергія випромінювання 
повністю виникає з його енергії прискорення. 

Аналіз необхідності введення поняття енергії 
прискорення, того факту, що заряд при гіпербо-

лічному русі випромінює енергію, яку черпає з 
ближньої зони, а також виразного факту, що при 
прискоренні заряд має тенденцію більше випро-
мінювати назад, проведено Тіррингом [13]. Різ-
ностороння аргументація на користь наявності 
випромінювання заряду, який здійснює гіпербо-
лічний рух, наведена в роботах [14-23]. 

В оглядах [3,6], які присвячені питанню випро-
мінювання та силі радіаційного тертя при гіпер-
болічному русі заряду, подано аналіз неясних 
моментів та удаваних парадоксів у цьому питанні. 

У роботі [17] отримана формула для спект-
рально-кутового розподілу повної енергії випро-
мінювання електрона в постійному електричному 
полі, на траєкторії частинки знайдена область 
формування випромінювання з даним хвильовим 
вектором (інтервал когерентності), що важливо 
для встановлення умов експериментального спо-
стереження випромінювання. 

У роботі [24] запропонований точний метод 
(без розкладання за будь-яким параметром) роз-
рахунку інтенсивності випромінювання заряду, 
що рухається по колу або по спіралі. Суть цього 
методу полягає в розрахунку інтенсивності ви-
промінювання, що проходить через циліндричну 
поверхню, яка охоплює траєкторію випромінюва-
ча і не обов'язково віддалена на нескінченно ве-
лику відстань від нього. Цей метод отримав назву 
охоплюючої поверхні в теорії випромінювання. 
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Використання до проблеми випромінювання 
зарядженої частинки в постійному електричному 
полі методу охоплюючої поверхні [18, 20, 22-23], 
методу сили самодії Лоренца [19-21], а також 
методу потенціалів Лієнара Віхерта [19, 23] при-
водять до однакових виразів потужності випромі-
нювання, а також до спектрально-кутового і куто-
вого розподілів повної енергії випромінювання 
частинки, отриманих у роботі [17]. У працях [22, 
23] досліджено більш загальний випадок випро-
мінювання заряджених частинок у паралельних 
електричних та магнітних полях. 

Важливим подальшим кроком є застосування 
отриманих в роботі [25] методом сили самодії 
Лоренца інтегральних співвідношень для дослі-
дження спектрально-кутових та спектральних 
розподілів миттєвої та середньої потужностей 
випромінювання до випадку систем точкових 
невзаємодіючих заряджених частинок, які руха-
ються в постійному електричному полі у вакуумі 
та в непоглинаючих ізотропних середовищах. 

Миттєва та середня за часом потужності 
випромінювання заряджених частинок 

Миттєву потужність випромінювання заря-
джених частинок, зумовлену силою самодії Ло-
ренца, можна виразити через потенціали. Скаля-
рний ( )trDir ,

r
ϕ  та векторний ( )trADir ,

rr
 потенці-

али, згідно з гіпотезою Дірака [7, 25-29], визна-
чаються через напіврізницю запізнюючих та ви-
переджаючих потенціалів: 

( )advretDir ϕ−ϕ=ϕ
2
1 ,             (1) 

( )advretDir AAA
rrr

−=
2
1 .             (2) 

Повну миттєву потужність ptot(t), зумовлену си-
лою самодії Лоренца, будемо визначати через су-
му потужностей випромінюваної енергії prad(t) 
і енергії прискорення pacc(t) [25, 28]: 
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де ( )trj ,r
r

 - густина струму, ( )tr ,rρ  - густина заряду. 
Отже, в ізотропному непоглинаючому сере-

довищі та у вакуумі дія на заряджену частинку 
електричного поля, яке визначається згідно з гіпо-
тезою Дірака, спричинює два ефекти: випромі-
нювання електромагнітних хвиль і появу енергії 
прискорення [25, 28]. 

Миттєва потужність випромінювання prad(t), 
яка виражена через спектрально-кутовий розподіл 
потужності випромінювання W1(t,ω,θ,ϕ), отримана 
із співвідношення (4) в роботі [25]: 
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Інтегруючи (6) за кутами ϕ, θ за допомогою 
співвідношень для функцій Бесселя цілочисельно-
го індексу [30]: 
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Тоді отримаємо: 
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Миттєва потужність випромінювання prad(t), 
яка виражена через спектральний розподіл поту-
жності випромінювання W(t,ω), отримана також 
у роботах [25, 31]. 

Середня за часом потужність випромінюван-
ня заряджених частинок визначається виразом 
[25, 32]: 
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Згідно з співвідношеннями (3)-(5), середня за ча-
сом потужність енергії прискорення дорівнює 
нулю. Цей висновок відіграє важливу роль при 
дослідженні процесу випромінювання зарядже-
них частинок у постійному електричному полі. 

Миттєва потужність випромінювання не-
взаємодіючої системи гетерогенних точкових 
заряджених частинок 

При нехтуванні силою радіаційного тертя за-
кон руху l-ї точкової зарядженої частинки визна-
чається з рівнянь руху: 
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де q1, m0l, lV
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 і lpr  відповідно заряд, маса спокою, 
швидкість і релятивістський імпульс l-ї частинки. 

Використовуємо функції джерел N точкових 
заряджених частинок 
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де ( )−trl
r закон руху l-ї частинки. 
Тоді з (7) і (11) отримаємо спектрально-куто-

вий і спектральний розподіли миттєвої потуж-
ності випромінювання невзаємодіючої гетероген-
ної системи N точкових заряджених частинок 
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Підставляючи співвідношення (17) і (18) у вирази 
миттєвої потужності випромінювання (6), (10), 
приходимо до виразів середніх за часом потуж-
ностей випромінювання системи заряджених час-
тинок у прозорих феродіелектриках  
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Середню потужність випромінювання (20) можна 
переписати у вигляді [33]: 
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Отримані вирази для спектрально-кутових і спек-
тральних розподілів потужності випромінювання 
можна використати для дослідження процесу ви-
промінювання заряджених частинок, що рухають-
ся в постійному однорідному електричному полі. 

Система тотожних заряджених частинок у 
постійному та однорідному електричному 
полі в середовищі та у вакуумі 

Розглянемо систему тотожних точкових не-
взаємодіючих заряджених частинок (ql=e), які 
рухаються одна за одною вздовж траєкторії у 
постійному електричному полі у вакуумі та в 
ідеальному ізотропному феродіелектрику. Тоді за-
кон руху та швидкість l-ї частинки (електрона) цієї 
системи визначаються співвідношеннями: 
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Тут m0 – маса спокою частинки, c – швидкість 
світла у вакуумі, Eext – напруженість постійного 
електричного поля, яке напрямлене вздовж осі z, 
а p0 – початковий імпульс частинки вздовж осі x. 
Середню потужність випромінювання, яка визна-
чається через спектрально-кутовий розподіл се-
редньої потужності випромінювання отримаємо, 
підставляючи вирази (17), (22), (23) в (19). Тоді 
одержимо вираз: 
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 визначаються формулами (22) і 
(23) відповідно, а фактор когерентності SN(ω) ви-
значається співвідношенням: 
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Інтегруючи за ϕ у (24), (25) за допомогою спів-
відношення (8), знаходимо: 
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ω
−′+′× 2

2

n
ctVtVtVtV zzxx .      (27) 

Після інтегрування за θ згідно зі співвідношен-
ням (9), знаходимо: 

( ) ( )×ωω∫ ωωµ∫ ′∫
π

=
∞∞

∞−−∞→
N

T

TT
rad Sdtddt

Tc
eP

02

2

2
1lim  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
×

′−+′−







 ′−+′−ωω

×
22

22sin

tztztxtx

tztztxtx
c

n

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )












ω
−′+′′−ω×

2

2
cos

n

ctVtVtVtVtt zzxx . (28) 

Отже, отримані вирази (26), (27), (28) визна-
чають через спектрально-кутовий та спектраль-
ний розподіли середню потужність випроміню-
вання гомогенної системи заряджених частинок 
у постійному електричному полі у вакуумі та в 
ізотропному ідеальному феродіелектрику. 

У випадку, коли відсутнє електричне поле, 
тобто Eext=0, ( ) 00 itVtr

rr = , ( ) 00iVtV
rr

= , а співвідно-
шення (28) переходить у вираз для потужності 
випромінювання Черенкова системи електронів, 
які рухаються один за другим вздовж прямої лінії 
в ідеальному ізотропному феродіелектрику [33]: 

( ) ( )×ωω∫ ωωµ=
∞

N
rad SdV

c
eP

0
02

2
 

( ) ( ) 













ω
−








ω
−η× 2

0
2

2
0 1

Vn
c

n
cV .          (29) 

де ( )



<
>=η 0,0

0.,1
x
xx . 

Використаємо отриманий вираз (25) для мит-
тєвої потужності випромінювання системи елек-
тронів з метою дослідження повної енергії випро-
мінювання окремого електрона. 

Повна енергія випромінювання електро-
на, який рухається в постійному електрич-
ному полі 

Повну енергію випромінювання окремого еле-
ктрона можна знайти зі співвідношення: 

( )dttPE radtot ∫=
∞

∞−

~ .               (30) 

Для окремого електрона використаємо заміни 
at=shξ, at′=shξ′ у співвідношенні (25), тоді отри-
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маємо повну енергію випромінювання за час від 
-∞ до +∞: 

( ) ×∫ ξ′∫ ξ
π

=∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
dd

ca
edttP rad

22

2

4
 

( ) ( ) ×ωωωµ∫ θθ∫ ϕ∫ ω×
ππ∞ 2

0

2

00
sin nddd  

( ) ( )+ξ′−ξϕθω
 ω× cossincos n

a
b  

( ) ( ) ( ) ×
ξ′−ξ

ω
+ξ′−ξθωω+ shshchchcos1

a
n

a
 

( ) 










ξ′ξ

ω
−ξ′ξ+× chch1shsh

2
2

n
b .       (31) 

У вакуумі співвідношення (31) набуває вигляду: 

( ) ×∫ θθ∫ ϕ∫ ω∫ ξ′∫ ξ
π

=∫
ππ∞∞

∞−

∞

∞−

∞

∞− 0

2

00
22

2
sin

4
ddddd

ca
edttPrad  

( )+ξ′−ξϕθω
ω× cossincos2

a
b  

( ) ( ) ×
ξ′−ξ

ω
+ξ′−ξθ

ω
+ shshchchcos

aa
 

[ ]ξ′ξ−ξ′ξ+× chchshsh2b .          (32) 
Співвідношення (32) можна переписати у вигляді: 

( ) ×∫ θθ∫ ϕ∫ ω∫ ξ′∫ ξ
π

=∫
ππ∞∞

∞−

∞

∞−

∞

∞− 0

2

00
22

2
sin

4
ddddd

ca
edttPrad  

( )+ξ′−ξϕθω
ω× cossincos2

a
b  

( ) ( )[ ] ×
ϕ+ξ′−ϕ+ξθ

ω
+ 00 shshsin

a
 

[ ]ξ′ξ−ξ′ξ+× chchshsh2b .            (33) 
де ϕ0=Arth(cosθ). 

Провівши заміну змінних ξ+ϕ0=η, ξ′+ϕ0=η′, 
перетворимо (33) до вигляду: 

( ) ×∫ θθ∫ ϕ∫ ω∫ η′∫ η
π

=∫
ππ∞∞

∞−

∞

∞−

∞

∞− 0

2

00
22

2
sin

4
ddddd

ca
edttPrad  

( )+η′−ηϕθω
ω× cossincos2

a
b  

[ ] ×
η′−ηθ

ω
+ shshsin

a
 

[ ]η′η−η′η+× chchshsh2b .         (34) 
Введемо позначення  

θω= sin
a

z ,  ϕ=ν cosbz ,           (35) 

тоді перетворимо (36) до вигляду: 

( ) ×ω∫ θθ∫ ϕ∫ ω∫ η′∫ η
π

=∫
ππ∞∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

2

0

2

0022

2
sin

4
ddddd

ca
edttPrad

( ) ( ){ +η′ν+η′νη+η× shcosshcos2 zzb  

( ) ( ) −η′ν+η′νη+η
∂∂

∂
+

→
shcosshcoslim 1

1

2

1
zz

zzzz
 

( ) ( ) ( ) ( ) ×







η

η∂
∂

νη+η
η∂
∂

νη− shcossinshsincos1
2

zz
z

 

( ) ( )



+η′

η∂
∂

η′ν× shsincos z  

( ) ( )







η′

η∂
∂

η′ν+ shcossin z .         (36) 

Перетворимо рівняння (36), застосовуючи фор-
мули [34]: 

( ) ( ) ( )dtttxxK ∫
∞

ν ν=





 νπ

0
chshcos

2
cos , 

[ ]1Re1,0 <ν<−>x ,              (37) 

( ) ( ) ( )dtttxxK ∫
∞

ν ν=





 νπ

0
shshsin

2
sin , 

[ ]1Re1,0 <ν<−>x .            (38) 
Отримаємо інтегральну формулу для спектраль-
но-кутового розподілу випромінювання елект-
ричного заряду, який рухається в електричному 
полі за час t від -∞ до +∞: 

( ) ×∫ ϕθ∫ θ∫ ωω
π

=∫
ππ∞∞

∞−

2

000

2
22

2
sin

4
ddd

ca
edttPrad  

( ) ( )






 ′+





 −× νν

ν zRzRb
z

222
2
2

,       (39) 

де ( ) ( )zKzR iνν 




 νπ=

2
exp2 , ( )zRν′  – похідна за z 

від Rv(z). Останній вираз можна переписати у ви-
гляді [17]: 

( )
( )

×∫ ϕθ∫ θ∫ ωω
π

=∫
ππ∞∞

∞−

2

000

2
22

2
0 sin

4
ddd

E

cm
dttP

ext
rad  

( ) ( )












′γ+











−γ







 ν−× νν zRzR
z

2222
2

2
11 ,   (40) 

де 2
0

42
0

22
0

cm

cmcp +
=γ . Формула (40) дає спек-

трально-кутовий розподіл глобальних втрат енер-
гії заряду на випромінювання. 



Класична теорія випромінювання заряджених частинок. ІІІ. 

Науковий вісник Чернівецького університету. 2002. Випуск 132. Фізика.Електроніка. 45

Замінивши θω=ω sin~ 1
a  в формулі (39), одержимо: 

( ) ×∫
θ

θ
∫ ϕω∫ ω∫ η′∫ η

π
=∫

ππ∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞− 0 2

2

0

2
2

2

sin
~~

8
ddddd

c
aedttP rad

( ) ( )[ ]×η′−ηθω+η′−ηϕωω× shshsin~cos~cos2 b  

[ ]η′η−η′η+× chchshsh2b .           (41) 
Проінтегруємо (41) за ω~  та врахуємо 
співвідношення для дельта-функції  

( )( ) ( )
( )∑
′
−δ

=δ
s

s
xf
xx

xf , ( ) 0=sxf .         (42) 

( ) ×∫
θ

θ
∫ ϕ∫ η′∫ η

π
=∫

ππ∞

∞−

∞

∞−

∞

∞− 0
2

2

0

2

sin4
dddd

c
aedttPrad

 

[ ] ×
ϕ+η′

η′η−η′η+×
cosch

1chchshsh2
b

b  

( )
ϕ+η′

η′−ηδ
η′∂
∂

ϕ+η′η′∂
∂

×
coschcosch

1
bb

.       (43) 

Проінтегруємо за η′ та врахуємо зв'язок γ2=(1-b2)-1, 
тоді після елементарних перетворень отримаємо: 

( ) ×∫ ∫ ϕ
θ

θ
∫ η

π
=∫

π π∞

∞−

∞

∞− 0

2

02

22

sin4
ddd

c
aedttPa rad

 

( ) ( ) 











ϕ+η

η

γ
−

ϕ+η
×

423 cosch
ch

4
1

cosch
1

bb
.  (44) 

Проінтегруємо за η та застосуємо формулу обер-
нених тангенсів 

+














ϕ−

ϕ−
222 cos

cosarctg
ba

ba  

2cos

cosarctg
222

π
=















ϕ−

ϕ+
+

ba

ba ,         (45) 

знаходимо кутовий розподіл глобальної енергії 
випромінювання [18, 21]: 

( ) ×∫ ∫ ϕ
θ

θ=∫
π π∞

∞− 0

2

02

22

sin32
dd

c
aedttPa rad

 

( )
( ) ( ) 
















ϕ−

ϕ+

γ
−

ϕ−

ϕ+×
2

722

22

2
2

522

22

cos1

cos411

cos1

cos214

b

b

b

b .    (46) 

Оскільки інтегрування за θ та за ϕ в останній 
формулі повністю розділяються, то, інтегруючи 
за ϕ, знайдемо кутовий розподіл глобальних втрат 
на випромінювання за кутом θ [18, 21]: 

( ) ×∫
θ

θγ=∫
π∞

∞− 0 2
222

sin3
2 d

c
aedttPa rad

 

∫
θ

θ











 π−





 π





 +γ×

π

0 2
2

sin
,

22
1,

216
1 dbFbE .   (47) 

Тут  

∫
ϕ−

ϕ=




 π

π
2

0 22 cos1
,

2 b

dbF ,           (48) 

∫ ϕϕ−=




 π

π
2

0

22 cos1,
2

dbbE         (49) 

– повні еліптичні інтеграли 1-го та 2-го роду. 
Вважаючи, що p0=0, знаходимо вираз для куто-

вого розподілу повної енергії за нескінченний 
час при гіперболічному русі 

( ) ∫
θ

θπ=∫
π∞

∞− 0 2

22

sin32
9

3
2 d

c
aedttPa rad .        (50) 

Як випливає з формул (46), (47), (50), випро-
мінювання при гіперболичному русі являє собою 
частковий випадок розглянутої вище загальної 
теорії випромінювання в постійному електрично-
му полі. 
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