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ЕФЕКТИВНА  ТЕПЛОПРОВІДНІСТЬ  ДВОШАРОВИХ  СТРУКТУР  
У  ФОТОТЕРМІЧНИХ  ЯВИЩАХ 

Запропоновано теоретичний метод знаходження ефективних теплових параметрів в шаро-
вих структурах у випадках, коли неоднорідне теплове поле у зразку виникає внаслідок конвер-
тації світлової енергії в теплову (фототермічні явища). На прикладі теплопровідності показано, 
що ефективні теплові параметри у випадку об'ємного поглинання необхідно шукати сумісно з 
ефективними світловими параметрами. Окремо з'ясовано роль поверхневої теплопровідності 
границі поділу двох шарів (інтерфейсу) у формуванні ефективної теплопровідності. Зроблено 
висновок, що ефективні параметри не є однозначно вимірними величини, їх величини залежать 
від способу їх вимірювання та точки вимірювання. 

We suggest a new theoretical approach to obtain effective thermal parameters of two-layer struc-
tures. It is supposed that nonequilibrium temperature in this structure arises due to the bulk light ab-
sorption (photothermal phenomena). We restrict ourselves by the calculation of the effective thermal 
conductivity. It is shown that the effective thermal parameters have to be obtained together with the 
effective optic parameters. The deposition of the interface in the forming of the effective thermal con-
ductivity is discussed. It is concluded that the effective parameters are not one-valid values. They are 
depended on the manner of measurements and the point of these measurements. 

Вступ 
Упродовж останніх років зросло використання 

шаруватих матеріалів з напівпровідників, зокре-
ма двошарових структур. Такі об'єкти – суттєво 
неоднорідні і тому для їх макроскопічного опису 
необхідно вводити ефективні параметри. Щодо 
теплофізичних явищ мова йде про ефективну 
теплопровідність і ефективну 
температуропровідність. 

Серед експериментальних методів знаходжен-
ня цих параметрів одними з найпоширених в 
останні роки є фотоакустичні методи [1,2]. Їх без-
перечна перевага перед іншими методами – в уні-
версальності, не деструктивності і високоточності. 

Основна ідея методу полягає у тому, що зразок 
поміщають у комірку, яка містить газ і чутливий 
мікрофон. Зразок опромінюють модульованим 
лазерним випромінюванням, внаслідок чого у 
зразку генерується нестаціонарна температура, 
викликаючи модульовані потоки тепла. Темпера-
турні коливання поверхні зразка передаються газу 
в комірці. Відтак у комірці з'являються звукові 
коливання, які детектує мікрофон. Цей детек-
тований сигнал (амплітуда і фаза) містить інфор-
мацію про теплопровідність, температуропровід-

ність, оптичні властивості зразка тощо. 
Зазвичай використовують два різні способи 

теплового збудження газу в комірці: фронтально-
поверхневий (закрита фотоакустична комірка) і 
задньо-поверхневий (відкрита фотоакустична ко-
мірка) [3,4]. На рис.1 схематично зображено ці 
два методи. 
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Рис.1. Схематичне зображення фототермічного експе-
рименту: Г – газ, З – зразок, П – підложка. 
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Для теоретичного дослідження двошарову 
структуру дуже часто використовують як найпро-
стішу модель багатошарових зразків. Основна 
проблема полягає в отриманні ефективних вели-
чин теплових параметрів двошарових зразків, які 
відображають властивості таких неоднорідних 
зразків як цілого, відповідно до вимірювань екс-
перименту. Приміром, Томінаґа і Іто [5] викорис-
тали модель Розенцвейґа і Ґершо [6] для двоша-
рової системи при задньому детектуванні і дослі-
джували поведінку фазового зсуву як функцію 
частоти модуляції. Інший підхід запропонував 
Мансанарес та ін. [7]. Вони, розглядаючи поши-
рення тепла, використали аналогію між тепловим 
і електричним опорами. Нещодавно в роботі [8] 
Луціо та ін. узагальнили "аналогію опорів". Вони 
показали, що формули, які описують "аналогію 
теплового опору", правильні лише для випадку 
низьких модуляційних частот. 

Незважаючи на низку результатів, про які було 
згадано у перерахованих вище працях, первісна 
концепція, з якої було отримано такі результати, 
не може бути загальною, бо аналогія між елек-
тричним і тепловим опорами не завжди адекватна 
експерименту. Так, в цій аналогії різниці потен-
ціалів в електродинаміці зіставляють різницю 
температур у термодинаміці. У ряді випадків ця 
аналогія дійсно корисна, коли йдеться про виміри 
саме різниць цих величин. Разом з тим, в термо-
динаміці фізичний зміст має не тільки різниця 
температур, а й сама температура, бо вона вимі-
рюється в абсолютній шкалі Кельвіна. Отже, по 
відношенню до самих значень температури і по-
тенціалу електротеплова аналогія не має ніякого 
змісту. 

Зважаючи на це, ми пропонуємо інший підхід 
до отримання ефективних теплопровідності і тем-
пературопровідності. Основна ідея полягає у то-
му, що справжній двошаровий зразок подумки 
замінюють ефективним геометрично таким са-
мим, але однорідним. Крім того, висувається ви-
мога, щоб крайові умови і детектований сигнал 
(температура) були однакові на одній з поверхонь 
зразків (фронтальній, чи задній), тобто там, де 
відбувається вимірювання фотоакустичним мето-
дом. Значення теплових параметрів ефективного 
зразка за означенням є ефективними параметрами 
двошарової структури. 

Результати такого підходу для поверхневого 
поглинання світла описано у [9]. З цієї роботи ви-
пливає, що значення ефективних теплових пара-
метрів у фотоакустичних експериментах визна-
чені не однозначно, а залежать від способу їх 
вимірювання і точки вимірювання. 

Дана робота ставить за мету формулювання 
загальних принципів знаходження ефективних 
теплових параметрів при об'ємному поглинанні 
світла. 

У даному випадку задача принципово і техніч-
но ускладнюється тим, що, як ми побачимо далі, 
одночасно з ефективними тепловими необхідно 
визначати й ефективні оптичні параметри. 

Спираючись на [9] щодо пошуку ефективних 
параметрів будь-якої природи, ми пропонуємо в 
даній роботі ефективні оптичні параметри, такі як 
ефективні коефіцієнти заломлення та поглинання 
світла, знаходити шляхом процедури прирівню-
вання коефіцієнтів відбивання або проходження 
світла в реальному двошаровому та ефективному 
одношаровому середовищах. Отже, на відміну від 
[9], спектр ефективних значень теплопровідності 
і температуропровідності стає значно ширшим, 
більше того вони стають залежними від оптичних 
параметрів структури.  

У даній праці ми беремо також до уваги тепло-
провідність інтерфейсу між шарами. Багато екс-
периментальних [10-13] і теоретичних [14,15] 
праць вказують на її існування. Звідси зрозуміло, 
що ефективні теплові параметри також мають 
залежати від властивостей інтерфейсної поверхні.  

Одночасний розгляд ефективних значень теп-
лопровідності, температуропровідності і оптич-
них параметрів досить громіздкий. Тому в даній 
праці ми обмежуємося пошуком тільки ефектив-
ної теплопровідності, вважаючи, що зовнішнє 
випромінювання не модульоване. Попри це обме-
ження, ми переконані, що основну ідею методу 
можна цілком продемонструвати і на такому від-
носно простому прикладі. Крім того, ця задача 
безперечно має і самостійний інтерес. 
Температурні розподіли у двошаровій струк-

турі і ефективному одношаровому зразку  
Нехай лазерне випромінювання, інтенсивність 

якого в вакуумі I0, нормально падає на поверхню 
x=0 (рис.2) першого зразка, який характеризуєть-
ся об'ємною теплопровідністю χ1, коефіцієнтом 
заломлення світла n1 та коефіцієнтом поглинання 
світла β1. Відповідні параметри другого шару χ2, 
n2, β2. Ми припускаємо, що між шарами існує пе-
рехідний шар (інтерфейс), який для спрощення 
задачі є поверхневим і характеризується відповід-
ною поверхневою теплопровідністю η. Аналогіч-
но до праці [6], ми вважаємо, що енергія світло-
вого випромінювання миттєво перетворюється 
у тепло в кожній точці зразка.  
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Рис.2. Реальна двошарова структура. 

Крім того, для спрощення вважаємо, що кожен 
шар однорідний та ізотропний з одиничною пло-
щею поперечного перерізу у будь-якій координаті 
x. Фронтальна поверхня, за припущенням, адіа-
батично ізольована (умова максимального фото-
термічного ефекту при заданих збуренні і пара-
метрах речовин), протилежна x=d, контактує з 
термостатом з температурою зовнішнього сере-
довища T0 (умова термостатування), бічні грані 
адіабатично ізольовані. Отже, задача одновимірна. 

При невеликих інтенсивностях випроміню-
вання температурні розподіли у двошаровій сис-
темі можна описати такими лінійними рівнян-
нями термодифузії для кожного зразка: 

( )xQ
x

T
12

1
2

1 =
∂

∂
χ− ,                   (1а) 

 

( )xQ
x

T
22

2
2

2 =
∂

∂
χ− ,                 (1б) 

де Q1,2(x) – відповідно інтенсивності теплових 
джерел у першому і другому шарах, T1,2(x,t) – їх 
температури. 

Для знаходження Q1,2(x) необхідно прийняти 
до уваги складний процес проходження світла 
через двошарову структуру, враховуючи погли-
нання світла в кожному із середовищ і його від-
бивання на всіх поверхнях. 

Точні аналітичні вирази для Q1,2(x) в рамках 
прийнятої моделі подано у додаткові (Д11). Для 
подальшого спрощення розрахунків, які переслі-
дують лише мету ілюстрації принципової фізич-
ної ідеї і не порушують загальної якісної картини, 
ми розглядатимемо випадок, коли інтенсивності 

відбитих і інтерферуючих хвиль у шарах наба-
гато менші за інтенсивності прямих хвиль, тобто, 
ми вважаємо, що коефіцієнти відбивання (Д6г), 
(Д6д): 

|R1,2|<<1.                           (2) 
Така ситуація можлива, наприклад, за малої 

різниці оптичних густин межуючих середовищ, 
тобто при |n1-n2|<<n1,n2 в першому шарі та |n2-1| 
<<n2 у другому шарі. Вирази для цих коефіцієнтів 
подано у (Д6). У такому разі формули для інтен-
сивностей виділення тепла Q1,2(x) (Д11) спро-
щуються до таких: 

( ) xeInхQ 12
10111

β−αβ= ,            (3а) 

( ) ( )122
210222

dxeInхQ −β−α⋅αβ= .     (3б) 

Коефіцієнти α1,2, які мають зміст коефіцієнтів 
проходження світла, визначаються формулами 
(Д7a) і (Д7б). 

Рівняння (1) треба доповнити крайовими умо-
вами. Виходячи з постановки задачі, їх можна за-
писати у такому вигляді: 

( )
0

0

1 =
=xdx

xdT ,                     (4а) 

( )
=χ−

= 1

1
1

dxdx
xdT

 

[ ])0()0( 1211 +=−−=η= dxTdxT ,     (4б) 

dx
xdT

dx
xdT )()( 2

2
1

1 χ=χ ,               (4c) 

T2(x)|x=d=T0.                       (4д) 
Рівність (4а) задає адіабатичний контакт на по-

верхні x=0, (4б) – означення теплового потоку че-
рез поверхневий інтерфейс, (4с) – неперервність 
теплового потоку через інтерфейс (ми вважаємо, 
що в межах інтерфейсу відсутні локальні джерела 
тепла), (4д) – ізотермічний контакт на поверхні 
x=d. 

Розв'язок рівнянь (1) з крайовими умовами (4) 
такий. 

На інтервалі 0≤x<d1: 
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де T2(d1) подається формулою (5б) при x=d1. 
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На інтервалі d1<x≤d: 
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З (5а) і (5б) бачимо, що кожна з температур 

залежить від оптичних параметрів обох шарів. 
Температура T1(x) визначається об'ємними тепло-
провідностями χ1 і χ2, в той час як температура 
T2(x) - лише власною теплопровідністю χ2. Тепло-
провідність інтерфейсу η впливає лише на темпе-
ратурний розподіл першого шару. 

Для того, щоб визначити ефективну теплопро-
відність такої двошарової структури, перш за все 
потрібно визначити, яким чином ми це робитиме-
мо. Скористаємося загальним підходом, поданим 
в [9]. Коротко його суть зводиться до наступного. 
Будь-який прилад в фототермічних експеримен-
тах вимірює температуру лише на поверхні зраз-
ка. Сам зразок для нього є чорним ящиком. Отже, 
уявімо зараз деякий одношаровий зразок з тепло-
провідністю χ, коефіцієнтом поглинання світла β, 
що має таку саму геометричну форму як вищеро-
зглянута двошарова система, і товщину d=d1+d2 
(рис.3). 

Крайові умови для цього зразка повинні бути 
такими ж, як і на фронтальній і задній поверхнях 
двошарової структури, тобто: 

( ) ,0
0
=

=xdx
xdT                       (6а) 

( ) 0TxT dx == ,                      (6б) 

де T(x) – температура в одношаровому зразку, яка 
задовольняє термодифузійне рівняння: 

( )xQ
x

T
=

∂

∂
χ−

2

2
,                        (7) 

де Q(x) – інтенсивність теплових джерел в одно-
шаровому зразу, яку подано у (Д12). Оскільки 
ми розглядаємо випадок незначного відбивання, 
то формула (Д12) для Q(x) істотно спрощується і 
набуває такого вигляду: 

Q=βnI0|α|2e-βx,                        (8) 
де α – коефіцієнт проходження світла крізь фрон-
тальну поверхню в одношаровому середовищі. 

Розв'язуючи рівняння (7) з крайовими умовами 

(6), легко отримати, що  

( ) ( )( )xd eexd
nI

TxT β−β− −+−β
χβ

α
+=

2
0

0 .    (9) 

Параметри ефективного одношарового зразка, 
за нашим означенням, є ефективними парамет-
рами двошарової структури за умови рівності ви-
мірюваних фізичних величин для двошарової 
структури і для одношарового ефективного сере-
довища.  

Ефективні параметри: теплопровідність, 
показник заломлення та коефіцієнт поглинан-
ня світла  

Виходячи з висновків попереднього розділу, 
процедура знаходження ефективних значень теп-
лопровідності можлива різними способами. Один 
з них полягає у вимозі рівності значень темпера-
тури на фронтальній поверхні для двошарової 
структури і одношарового зразка. Ефективне зна-
чення при цьому позначатимемо як χF. Інший – у 
вимозі рівності температур на задніх поверхнях 
двошарової і одношарової структур. У цьому ви-
падку ефективне значення теплопровідності по-
значатимемо як χR. Отже, значення ефективних 
теплопровідностей залежатиме від способу їх 
отримання. Тому в загальному випадку ефективні 
теплопровідності χF і χR, взагалі кажучи, різні.  

Отже, ефективне значення теплопровідності 
χF шукаємо з такого рівняння: 

T1(0)=T(0).                         (10) 
Оскільки на задню поверхню ми наклали ізо-

термічну крайову умову, то для визначення ефек-
тивної теплопровідності χR температури для дво-
шарової і одношарової структур прирівнювати-
мемо у точках, як завгодно близьких до задньої 
поверхні, тобто для визначення χR отримуємо 
таке рівняння: 

T2(d-ε)=T(d-ε),                      (11) 
де ε – як завгодно мала величина. 
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Рис.3. Ефективний двошаровий зразок. 
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Підставляючи у рівняння (10) вирази для тем-
ператур T1(x) [(5а)] і T(x) [(9)] і виражаючи χ, 
отримаємо такий вираз для χF: 
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Як видно з даної формули, ефективна тепло-
провідність χF залежить від теплових і оптичних 
параметрів обох шарів. 

З формули (11) випливає, що значення ефек-
тивної теплопровідності, яке відповідає вимірю-
ванням методом відкритої комірки, інше, а саме: 


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У даному випадку ефективна теплопровідність 
також залежить від оптичних параметрів двох 
шарів, хоча і за другим законом. Щодо теплових 
параметрів, то вона включає в себе лише тепло-
провідність другого шару. 

Виразів (12), (13) ще не досить для розв'язання 
проблеми, тому що не відомі співвідношення між 
ефективним показником заломлення й ефектив-
ним коефіцієнтом поглинання з відповідними па-
раметрами реальної структури. Тому ми знову 
скористаємося загальним підходом щодо визна-
чення ефективних параметрів будь-якої природи, 
який викладено в [9].  

У відповідності з цим підходом будемо вима-
гати рівність коефіцієнтів відбивання світла від 
фронтальної поверхні реальної двошарової струк-
тури й ефективним одношаровим середовищем 
на поверхні x=0, тобто R=RF (див. додаток). 

Звичайно, можливі й інші умови, наприклад, 
вимога рівності коефіцієнтів проходження світла. 
Насправді ситуацію треба пов'язувати з конкрет-
ним експериментом, тобто з тим, що і де вимірю-
ємо. У даній статті ми обмежуємося лише вимі-
рами коефіцієнтів відбивання. 

Отже, користуючись виразами (Д6в) і (Д9б), 
отримуємо шукані рівняння для визначення ефек-
тивних значень показника заломлення і коефіцієн-

та поглинання світла n і β, 

nf
nfR

+
−

=
1
1

0 .                        (14) 

Рівняння (14) – комплексне, трансцендентне 
рівняння. Відокремлюючи в ньому дійсні і уявні 
частини, ми отримуємо два рівняння для визна-
чення ефективних значень n і β. Отже, вирази 
(12), (13) та (14) повністю розв'язують в загально-
му випадку задачу пошуку ефективної теплопро-
відності в умовах фототермічного експерименту. 

Часткові випадки 
В цьому розділі ми розглянемо деякі часткові 

випадки, щоб проілюструвати запропонований 
підхід пошуку ефективних параметрів на простих 
прикладах.  

1. Усі фізичні та геометричні параметри шарів 
двошарової структури є однакові, інтерфейс має 
довільне значення поверхневої теплопровідності: 
n1=n2=n0, β1=β2=β0, d1=d2=1/2d, χ1=χ2=χ0. За та-
ких обставин розв'язок рівняння (10) показує, 
що ефективний показник заломлення світла, як і 
ефективний коефіцієнт поглинання світла, такий 
самий як шарів системи. Такий результат очіку-
ється. Адже у такому разі двошарова структура з 
точки зору оптичних параметрів стає однорідною 
(нагадаємо, що ми робили припущення про від-
сутність теплових джерел всередині інтерфейсу). 
Щодо теплових параметрів, то, як випливає з рів-
няння (13),  

χR=χ0.                             (15) 
Як бачимо, у цьому випадку ефективна тепло-

провідність збігається з теплопровідністю окре-
мого шару і не залежить від поверхневої тепло-
провідності інтерфейсу η і будь-яких оптичних 
параметрів системи. 

Використовуючи вираз (14), легко отримати, 
що ефективна теплопровідність, виміряна зі сто-
рони поверхні x=0, має інше значення, а саме: 
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Як видно з даного виразу для ефективної теп-
лопровідності χF, вона залежить від поверхневої 
теплопровідності інтерфейсу: чим більше значен-
ня поверхневої теплопровідності η, тим більше 
ефективне значення теплопровідності χF. Мак-
симального свого значення ефективна теплопро-
відність χF набуває при нескінченному значенні 
поверхневої теплопровідності η і дорівнює теп-
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лопровідності шару χ0. Дійсно, так і має бути, 
адже у такому разі зразок стає і в оптичному і у 
тепловому плані однорідним. Зауважимо, що в 
розглянутому випадку виникнення у системі не-
однорідності (існування інтерфейсу зі скінченним 
значенням поверхневої теплопровідності) викли-
кає вплив оптичних параметрів (коефіцієнта по-
глинання світла) на ефективне значення тепло-
провідності, виміряної з фронтального боку зраз-
ка. З (16)видно, що цей вплив максимальний при 
поглинанні світла в усьому об'ємі зразка (βd≈1, 
об'ємне поглинання) При поверхневому (силь-
ному) поглинанні світла та слабому поглинанні 
світла ефективна теплопровідність χF не залежить 
від оптичних параметрів шарів. 


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




η
χ

+
χ

=
χ dF

0

0
111 .                  (17) 

Порівнюючи (15) та (17), можна сказати, що 
ефективні теплопровідності χF та χR збігаються 

при виконанні нерівності 10 <<
η
χ

d
. Цей критерій 

відомий [16], і визначає ізотермічний контакт 
двох середовищ. 

Навпаки, при 
dη

χ0 >>1 ефективне значення теп-

лопровідності взагалі не залежить від об'ємної 
теплопровідності χF і визначається лише тепло-
провідністю інтерфейсу, 

χF=ηd.                            (18) 
При η→0 ефективна теплопровідність також 

прямує до нуля і зразок стає ізолятором тепла з 
точки зору фронтальних вимірювань. 

2. Сильне поверхневе поглинання в першому 
шарі – β1d1>>1. У даному випадку розв'язок рів-
няння (14) для ефективних значень оптичних 
параметрів приводить до того, що ефективний 
коефіцієнт поглинання відповідає також умові 
поверхневого поглинання світла в ефективному 
середовищу, тобто βd>>1; а ефективне значення 
показника заломлення дорівнює показникові за-
ломлення першого шару: n=n1. Такий результат 
цілком природний, адже тоді все випромінювання 
двошарова структура поглинає на самій поверх-
ні першого шару і тому другий шар не впливає 
на процес перетворення енергії світла в тепло.  

Щодо теплових ефективних параметрів сис-
теми, то, як випливає з рівності (13), для χR отри-
муємо значення χR=χ2, а для χF з рівності (12) 

після деяких математичних перетворень матимемо 
таке значення: 
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Дана формула збігається з наведеними у пра-
цях [17] і [18] (при η→∞), у яких розглянуто ви-
падок поверхневого поглинання. Як видно з фор-
мули (19), вона переходить в отриману формулу 
(17), якщо усі параметри шарів системи стають 
однакові. 

Висновки 
1. У даній праці запропоновано загальний підхід 

до знаходження ефективної теплопровідності 
двошарової структури у фототермічних експе-
риментах з урахуванням поверхневої тепло-
провідності інтерфейсу і об'ємного поглинання 
світлового випромінювання. 

2. Знайдено загальні вирази для ефективної теп-
лопровідності відповідно до сучасних експе-
риментальних методик вимірювання ефектив-
них параметрів. 

3. Показано, що в загальному випадку об'ємного 
поглинання світлової енергії ефективна теп-
лопровідність залежить як від теплових пара-
метрів зразка, так і від ефективних значень 
оптичних параметрів двошарової структури.  

4. Виведено замкнуті загальні рівняння для ви-
значення ефективних значень теплових і оп-
тичних параметрів двошарової структури. 

5. Проаналізовано деякі часткові випадки, які 
наочно ілюструють застосування запропоно-
ваного підходу.  

6. Розроблену нами теорію без принципових тру-
днощів можна узагальнити на випадок залеж-
них від часу збурень. 
Додаток 
Падаючу з вакууму нормально на зразок хвилю 

(рис.4) позначимо 0+, відбиту – 0-. Відповідно, у 
першому шарі хвилю, що поширюється направо – 
1+, наліво – 1-; у другому шарі ці хвилі відпові-
дають позначенням 2+ і 2-; на виході зі зразка у 
вакуум – 3+. Припускаємо, що ця хвиля плоска, 
монохроматична, поширюється вздовж осі Ox і 
лінійно поляризована уздовж осі Oy. Магнітне 
поле даної хвилі напрямлене вздовж вісі Oz. 
Суттєво, що ми розглядаємо немагнітні середо-
вища (магнітна проникність µ≈1), тому індукція 
магнітного поля дорівнює його напруженості, 

HB
rr

≈ . 
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Рис.4. Схематичне зображення поширення елек-
тромагнітних хвиль у двошаровому зразку. 

Ми обмежуємося випадком, коли має місце 
мале затухання, тобто, коли уявна частина діелек-
тричної проникності набагато менша за її дійсну 
частину, або іншими словами, коли ефективна 
довжина затухання світла набагато більша за дов-
жину хвилі. Тоді напруженості електричних полів 
кожної хвилі без осцилюючого множника eiωt 
можна записати так: 

Ey0+(x)=E0e-ikx,                    (Д1а) 

Ey0-(x)=RE0eikx,                    (Д1б) 
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де E0 – амплітуда коливань напруженості елек-
тричного поля падаючої електромагнітної хвилі у 
вакуумі; E1 – амплітуда коливань напруженості 
електричного поля електромагнітної хвилі, яка 
поширюється у першому шарі у напрямкові осі 
Ox; E2 – амплітуда коливань напруженості елек-
тричного поля електромагнітної хвилі, яка поши-
рюється у другому шарі у напрямкові осі Ox; 
E3 – амплітуда коливань напруженості електрич-
ного поля електромагнітної хвилі, яка поширю-
ється за віссю Ox в області x>d; R – коефіцієнт 
відбивання від двошарової структури, відношення 
амплітуди коливань напруженості електричного 
поля електромагнітної хвилі, яка поширюється в 
області x<0 проти вісі Ox, у точці x=0 до амплі-
туди коливань напруженості електричного поля 
падаючої електромагнітної хвилі у точці x=0; R1 – 

відношення амплітуди коливань напруженості 
електричного поля електромагнітної хвилі, яка 
поширюється в першому шарі проти вісі Ox, у 
точці x=d1 до амплітуди коливань напруженості 
електричного поля електромагнітної хвилі, яка 
поширюється у першому шарі за віссю Ox; R2 – 
коефіцієнт відбивання хвилі від поверхні x=d, а 
саме: відношення амплітуди коливань напружено-
сті електричного поля електромагнітної хвилі, яка 
поширюється в другому шарі проти осі Ox, у точці 
x=d до амплітуди коливань напруженості елек-
тричного поля електромагнітної хвилі, яка поши-
рюється у другому шарі за віссю Ox, у точці x=d1; 
n1,2 – відповідно показники заломлення першого і 
другого шарів; β1,2 – коефіцієнти затухання пер-
шого і другого шарів відповідно; k - хвильове чис-
ло у вакуумі, індекс у означає проекцію на Оy. 
Одну другу біля β вибираємо для зручності. 

Тоді електричне поле у різних частинах про-
стору задачі таке 

Ey0(x)=Ey0+(x)+Ey0-(x), x≤0,        (Д2а) 

Ey1(x)=Ey1+(x)+Ey1-(x), 0≤x≤d1,      (Д2б) 

Ey2(x)=Ey2+(x)+Ey2-(x), d1≤x≤d,      (Д2в) 

Ey3(x)=Ey3+(x), d≤x.               (Д2г) 
Крайові умови задачі стандартні [19], тобто 

зводяться до рівності тангенціальних компонент 
векторів електричного та магнітного полів: 

Ey0(0)=Ey1(0),                    (Д3а) 
Ey1(d1)=Ey2(d1),                  (Д3б) 
Ey2(d)=Ey3(d),                    (Д3в) 
Bz0(0)=Bz1(0),                     (Д3г) 
Bz1(d1)=Bz2(d1),                  (Д3д) 
Bz2(d)=Bz3(d).                    (Д3е) 

Виходячи з рівняння Максвела для лінійно-
поляризованої хвилі [19] 

EBi
rr

rot=ω− ,                      (Д4) 
і геометрії задачі (рис.4), легко перетворити кра-
йові умови (Д3г)-(Д3е) у такі [20]: 
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Використовуючи умову малого затухання (β<<kn) 
з написаних вище рівнянь у додатку, легко отри-
мати, що  

E1=α1E0,                        (Д6а) 
E2=α2E1,                       (Д6б) 
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коефіцієнти проходження світла, відповідно, в 
першому і другому шарах; 
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Щодо одношарового ефективного зразка, на-
пруженості електричних полів запишемо так: 

Ey0+(x)=E0e-ikx, x≤0,               (Д8а) 
Ey0-(x)=RFE0eikx, x≤0,              (Д8б) 
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де E – амплітуда коливань напруженості елект-
ричного поля електромагнітної хвилі, яка поши-
рюється в одношаровому зразкові у напрямку вісі 
Ox; E' - амплітуда коливань електричного поля 

електромагнітної хвилі, яка поширюється після 
проходження одношарового зразка у напрямку вісі 
Ox, RF – коефіцієнт відбивання електромагнітної 
хвилі від одношарового зразка, відношення амплі-
туди коливань електричного поля відбитої від 
одношарового зразка електромагнітної хвилі у 
точці x=0 до амплітуди коливань електричного по-
ля падаючої електромагнітної хвилі у точці x=0; 
R~  – коефіцієнт відбивання світла від поверхні 
x=d, відношення амплітуди коливань електрично-
го поля електромагнітної хвилі, яка поширюється 
в одношаровому зразкові у напрямку вісі Ox, у 
точці x=d до амплітуди коливань електричного 
поля падаючої електромагнітної хвилі у точці 
x=0; n – ефективний показник заломлення одно-
шарового зразка; β – ефективний коефіцієнт за-
тухання одношарового зразка. 

Використовуючи підхід, викладений для ре-
альної двошарової структури, одержимо такий 
результат для одношарової: 

E=αE0,                          (Д9а) 
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дe α – коефіцієнт проходження електромагнітної 
хвилі крізь фронтальну поверхню одношарового 
зразка. 

У формулах (Д9) коефіцієнти 
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Легко бачити, що у випадку напівскінченного 
одношарового зразка (βd>>1) f→1 і коефіцієнт 
проходження світла α збігається з відомими ви-
разами [20], [21]. 

Знаючи всі параметри електромагнітної хвилі, 
яка проходить через двошарову структуру і ефек-
тивне середовище, легко отримати інтенсивності 
виділення тепла залежно від координати. Оскільки 
ми припустили, що енергія світла повністю пере-
творюється в тепло в кожній точці зразка, то 
інтенсивність теплових джерел буде дорівнюва-
ти дивергенції потоку енергії світлового потоку 

],[ BEq
rrr

=  (вектор Пойнтінга), взятого з оберненим 
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знаком. Використовуючи наведені нижче фор-
мули, отримаємо: густину об'ємних джерел тепла 
в першому шарі 

( ) ( )

 ++αβ= −β−β− xdx eReInxQ 21 2

20
2

1111  

( )






+

β− kxind
eRe 111 2

12
1

Re2 ,        (Д11а) 

і густину теплових джерел у другому шарі 
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Тут cEI
2

2
00

0
ε

=  – інтенсивність падаючого ви-

промінювання, c – швидкість поширення світла у 
вакуумі. 

У формулах (Д11) перший доданок у дужках є 
теплові джерела, що відповідають хвилі, що 
поширюється уздовж вісі Ox, другий – тим, що 
проти вісі Ox (відбита хвиля), третій – 
інтерференції цих двох хвиль. 

Для одношарового зразка отримуємо такий 
результат: 
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Фізичний зміст доданків у (Д12) такий самий, 
як і у окремих шарах. 
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