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КЛАСИЧНА  ТЕОРІЯ  ВИПРОМІНЮВАННЯ  ЗАРЯДЖЕНИХ  
ЧАСТИНОК,  ЩО  РУХАЮТЬСЯ  В  ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ  ПОЛЯХ. 

IV.  СПЕКТР  ВИПРОМІНЮВАННЯ  СИСТЕМИ  ЗАРЯДЖЕНИХ  
ЧАСТИНОК,  ЩО  РУХАЮТЬСЯ  В  ОНДУЛЯТОРАХ В  
ІЗОТРОПНИХ  НЕПОГЛИНАЮЧИХ  СЕРЕДОВИЩАХ 

Дана робота є узагальненням і подальшим розвитком досліджень авторів в області випромі-
нювання заряджених частинок, що рухаються в електромагнітних полях, в ізотропних непоглина-
ючих середовищах та у вакуумі. Методом сили самодії Лоренца досліджені миттєва та середня 
потужності випромінювання системи заряджених частинок, що рухаються в ондуляторах у не-
поглинаючих ізотропних середовищах та у вакуумі.  

Тhe work is the generalization and further development of the studies of the authors in the field of 
the radiation of charged particles moving in electromagnetic fields in nonabsorbable isotropic media and 
in vacuum. The expressions of the momentary and average radiation power of the system of noninter-
acting charged particles mоving in undulators in nonabsorbable isotropic media and in vacuum are stud-
ied by using the Lorentz's self-interaction method. 

Вступ 
Вперше на можливість випромінювання ре-

лятивістськими електронами при їх русі в пері-
одичних системах (електричний ондулятор) вка-
зав Гінзбург ще в 1947 р. [1]. 

Термін "ондулятор" ввів Мотц [2-4]. За допо-
могою магнітного ондулятора Мотц [4] провів 
перші досліди зі спостереження ондуляторного 
випромінювання. 

Теорія випромінювання заряджених частинок 
в ондуляторах важлива з точки зору створення 
інтенсивних джерел електромагнітного випромі-
нювання в області міліметрового та субміліметро-
вого діапазону [1,5], а також можливих застосу-
вань приладів такого роду в ядерній фізиці для 
вимірювання енергії швидких заряджених части-
нок [2]. Теорії випромінювання заряджених ча-
стинок в ондуляторі присвячено ряд досліджень 
[2-3,6-19]. 

Важливим кроком у цьому напрямку є вста-
новлення ондулятора в прямолінійний промі-
жок синхротрона або накопичувального кільця 
[19-21]. 

Останнім часом значення досліджень ондуля-
торів зростає у зв'язку з реалізацією програми 
створення генераторів когерентного випроміню-
вання на вільних електронах (лазерів на вільних 

електронах) [19,22-26]. 
Метою даної роботи є дослідження спектра 

випромінювання системи заряджених частинок, 
що рухаються в ондуляторі в ізотропному од-
норідному ідеальному феродіелектрику. Прове-
дені дослідження є подальшим розвитком робіт 
[14-16]. 

Миттєва та середня за часом потужності 
випромінювання заряджених частинок 

Миттєву потужність випромінювання заря-
джених частинок, зумовлену силою самодії Ло-
ренца, можна виразити через потенціали. Скаляр-
ний ( )trDir ,rϕ  та векторний ( )trADir ,r

r
 потенціа-

ли, згідно з гіпотезою Дірака [27-33], визначають-
ся через напіврізницю запізнюючих та випере-
джаючих потенціалів: 

( )advretDir ϕ−ϕ=ϕ
2
1 ,                 (1) 

( )advretDir AAA
rrr

−=
2
1 .                (2) 

Повну миттєву потужність Ptot(t), зумовлену си-
лою самодії Лоренца, будемо визначати через су-
му потужностей випромінюваної енергії Prad(t) 
та енергії прискорення Pacc(t) [29,33]: 

( ) ( ) ( )tPtPtP accradtot += ,             (3) 
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τ
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де ( )trj ,r
r

 – густина струму, ( )tr ,rρ  – густина заря-
ду. 

Миттєва потужність випромінювання Prad(t), 
яка виражена через спектрально-кутовий розпо-
діл потужності випромінювання W1(t,ω,θ,ϕ), отри-
мана зі співвідношення (4): 
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Інтегруючи (6) за кутами ϕ, θ за допомогою 
співвідношень для функцій Бесселя цілочисло-
вого індексу [34]: 
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Тоді отримаємо: 
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Миттєва потужність випромінювання Prad(t), 
яка виражена через спектральний розподіл поту-
жності випромінювання W(t,ω), отримана також 
у роботах [33,35]. 

Усереднена за період T потужність випромі-
нювання заряджених частинок, що здійснюють 
періодичний рух, визначається виразом: 
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де Np – натуральне число. Необхідно підкреслити, 
що усереднена за часом потужність енергії при-
скорення дорівнює нулю. Цей висновок відіграє 
важливу роль при дослідженні процесу випромі-
нювання заряджених частинок в ондуляторі. 

Миттєва потужність випромінювання не-
взаємодіючої системи гетерогенних точкових 
заряджених частинок 

При нехтуванні силою радіаційного тертя за-
кон руху l-ї точкової зарядженої частинки ви-
значається з рівнянь руху: 

[ ]BV
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l
l

l
l rrrr
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де ql, m0l, lV
r

 і lpr  відповідно заряд, маса спокою, 
швидкість та релятивістський імпульс l-ї частин-
ки. 

Використовуємо функції джерел N точкових 
заряджених частинок 

( ) ( ) ( )∑ ρ=
=

N

l
ll trtVtrj

1
,, rrrr , ( ) ( )∑ρ=ρ
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N

l
l trtr

1
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( ) ( )( )trrqtr lll
rrr

−δ=ρ , ,               (16) 

де ( )trl
r  – закон руху l-ї частинки. 
Тоді з (7) і (11) отримаємо спектрально-кутові 

та спектральний розподіли миттєвої потужності 
випромінювання невзаємодіючої гетерогенної си-
стеми N точкових заряджених частинок: 
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Підставляючи співвідношення (17) та (18) у вира-
зи миттєвої потужності випромінювання (6), (10), 
приходимо до виразів середніх за часом потуж-
ностей випромінювання системи заряджених ча-
стинок у прозорих феродіелектриках: 
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де Np – натуральне число, T – період. 
Середню потужність випромінювання (20) 

можна переписати у вигляді: 
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Отримані вирази для спектрально-кутових і спек-
тральних розподілів потужності випромінювання 
можна використати для дослідження процесу 
випромінювання заряджених частинок, що ру-
хаються в середовищі в ондуляторі. 

Розглянемо частковий випадок системи гетеро-
генних заряджених частинок, яка здійснює прямо-
лінійний рух. Оскільки закон руху і швидкість l-ї 
зарядженої частинки мають вигляд 
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то усереднена за період T потужність випроміню-
вання набуває вигляду 
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Після деяких перетворень із (23) отримаємо: 
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де зарядовий фактор Sq(ω) визначається зі спів-
відношення: 
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Інтегруючи за x у (24), отримаємо формулу для 
потужності випромінювання Черенкова гетеро-
генної системи заряджених частинок: 

( ) ( )×ωωµ∫ ωω=
∞

q
rad Sd

c
VP

02
 

( ) ( ) 











ω
−








ω

−η×
22

2
1

Vn
c

n
cV ,        (26) 

де ( )




<

>
=η

0,0
0,1

x
x

x . 

Розглянемо частковий випадок: q1=e, q2=–e, 
∆t1=∆t, ∆t2=2∆t, тоді 

)()( 2 ω=ω Nq SeS ,                    (27) 
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V
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відстань між зарядженими частинками вздовж 
осі Oz) збігається з виразом, отриманим Болотов-
ським [36,37]. 

Система тотожних заряджених частинок в 
електричному ондуляторі в середовищі 

Вважаємо, що заряджена частинка рухається з 
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rr
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З рівнянь руху 
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та початкових умов x=y=z=0, у наближенні по-
стійності енергії частинки, знаходимо закон руху 
та швидкість зарядженої частинки [6,8-9,14-16]: 
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Тут m0 – маса спокою частинки, c – швидкість 
світла у вакуумі, p – імпульс частинки. 

Розглянемо систему тотожних точкових невза-
ємодіючих заряджених частинок (ql=e), які руха-
ються одна за одною вздовж траєкторії в ондуля-
торі в ідеальному ізотропному феродіелектрику: 
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Усереднену за період T потужність випроміню-
вання знаходимо, підставляючи вирази (17), (33), 
(34) в (19). Тоді отримаємо: 
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де 1
02 −πω=T . 

Фактор когерентності SN(ω) визначається спів-
відношенням 
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Інтегруючи за ϕ у (35), (36) за допомогою спів-
відношення (8), знаходимо: 

×′
π

= ∫∫
∞

∞−−∞→
tddt

TNc
eP

p

pp

TN

TNpN
rad

2
1lim

2 3

2
 

×ωωωωµθθω× ∫∫
π∞

)()()(sin 2

00
NSndd  

( ) ×



 ′ω−ωθω

ω
× ttx

c
nJ 0000 sinsinsin)(  

( ) ( )×′−ω



 ′−θ

ωω
× ttttV

c
n coscos)(cos 0  













ω
−+′ωωω×

)(
coscos 2

2
2

000
2
0

2
0

n
cVttx .   (38) 

Після інтегрування (38) за θ, згідно зі співвідно-
шенням (9), знаходимо 
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ω

=
c

na )( . 

Отже, отримані вирази (35), (38), (39) визна-
чають через спектрально-кутовий і спектраль-
ний розподіли усереднену за період потужність 
випромінювання гомогенної системи заряджених 
частинок у електричному ондуляторі в ізотроп-
ному ідеальному феродіелектрику. 

Перепишемо співвідношення (35) у вигляді: 



А.В. Константинович, С.В. Мельничук, І.А. Константинович 

Науковий вісник Чернівецького університету. 2002. Випуск 133. Фізика.Електроніка. 18
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8 32
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Використовуючи розклад у ряд за функціями 
Бесселя цілочислового індексу, 

{ } ( ) ( )timzJitiz
m

m
m ′ω∑=′ω

∞

−∞=
00 expcosexp ,    (41) 

{ } ( ) ( )×∑ −=ω−
∞

−∞=′
′
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m
m

m zJitiz 0cosexp  

( )tmi 0exp ω′−× ,                     (42) 
та інтегральне зображення для δ-функції, 

( ) ( )∫ α
π

=αδ
∞

∞−
xidx exp

2
1 ,             (43) 

знаходимо 
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де ( )
ϕθω

ω
= cossin0x

c
nz . 

Використовуючи співвідношення 
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=δ ′ mm

mm
mm ,0

,1
 

отримаємо основну формулу для потужності ви-
промінювання системи заряджених частинок у 
прозорому феродіелектрику в ондуляторі: 
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Для окремої зарядженої частинки, що рухаєть-
ся в прозорому феродіелектрику в електричному 
ондуляторі SN(ω)=1, а потужність випромінюван-
ня (46) переходить у вираз, одержаний у роботах 
[14-16]. При SN(ω)=1, ε(ω)=1, µ(ω)=1 із (46) діс-
танемо результат Корхмазяна [9]. 

У випадку, коли відсутнє електростатичне по-
ле, тобто E0=0, ( ) 00 ktVtr

rr
= , ( ) 00kVtV

rr
= , а спів-

відношення (39) переходить у вираз для потужно-
сті випромінювання Черенкова, системи заря-
джених частинок, які рухаються одна за одною 
вздовж прямої лінії в ідеальному ізотропному 
феродіелектрику [38]: 
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У частковому випадку, коли q1=e, q2=e, ∆t1=∆t, 
∆t2=2∆t, фактор когерентності визначається спів-
відношенням 

SN(ω)=2(1+cosω∆t).                 (48) 
З урахуванням рівності 1

0
−=∆ lVt  (l – відстань 

між зарядженими частинками) рівняння для фак-
тора когерентності (48) переходить у вираз, отри-
маний Болотовським [36-37]. 

Як випливає з виразу (46), при )(1
0 ω< −cnV , 

дискретні гармоніки розширюються у смуги, 
кожна з яких має мінімальну частоту min

mω  і мак-

симальну частоту max
mω , що задовольняють рів-

няння 
( ) 0cos1 00 =ω−






 θ

ω
−ω mV

c
n .      (49) 
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При V0>cn-1(ω) спектр випромінювання сис-
теми заряджених частинок стає неперервним і 
значно ускладнюється. Запишемо нульовий до-
данок формули (46) 
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= ∫∫∫
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Проінтегруємо за ω решту доданків у (46) 
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де 

θ
ω

−

ω
=ω

cos
)(

1 0

0

c
Vn

m

m
m .            (52) 

Нульова гармоніка при V0>cn-1(ω) характеризу-
ється неперервним спектром, який природно об-
різається при частотах, коли V0=cn-1(ω). Якщо 
V0<cn-1(ω) , вираз (50) перетворюється в нуль 
внаслідок неможливості перетворення в нуль ар-
гументу дельта-функції при жодних кутах θ і ϕ. 
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