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ОЦІНКА  СИЛ  МІЖАТОМНОГО  ЗВ’ЯЗКУ  
В  АКСІАЛЬНИХ  КРИСТАЛАХ 

На основі відомих експериментальних даних компонент тензора пружних постійних і ком-
понент тензора термічного розширення отриманих тензор обернених кубів дебаївських частот 
гексагональних (Cd, Mg, Zn, Be) і тетрагональних (In, Sn) кристалів. Показано, що ефективні 
значення дебаївських температур можуть бути використані для оцінки сил міжатомного зв'язку. 

On the base know experimental dates components tensor of elastic constants and components ten-
sor of thermal expansion tensor of the reciprocal cubes of Debye frequencies of hexagonal (Cd, Mg, 
Zn, Be) and of tetragonal (In, Sn) of crystal is obtained. It is show that effective Debye temperature 
values cen be used for estimation of force interatomic bound. 

Відомо, що ефективні значення дебаївської 
характеристичної температури θD використо-
вуються при вивченні багатьох фізичних влас-
тивостей та явищ у твердих тілах. Наприклад, 
теплоємності, теплового розширення, пружності, 
інфрачервоного поглинання, розсіяння різного 
типу випромінювань на коливаннях кристалічної 
гратки, теплопровідності, електропровідності, 
надпровідності і т. ін. 

З іншої сторони, ефективні величини θD, які 
з точністю до постійного множника, є різними 
моментами 〉ω〈 n  функції спектрального розпо-
ділу частот коливань атомів у кристалічній грат-
ці g(ω), виявляються зручним параметром для 
оцінки жорсткості міжатомного зв’язку в крис-
талах кубічної симетрії [1]. 

Виникає питання: чи не можна розглядати, 
наприклад, величину θр, яка визначається із даних 
температурної залежності інтенсивності розсіяння 
Х-променів і є мінус другим моментом 〉ω〈 −2  
функції g(ω), як міру жорсткості зв’язку у не 
кубічних анізотропних кристалах? Однозначну 
відповідь на це запитання дати неможливо тому, 
що в цьому випадку М-фактор Дебая-Уоллера 
має тензорний характер. 

Дійсно, в кристалах не кубічних сингоній се-
редні квадратичні зміщення атомів 〉〈 2

su  у на-
прямках нормалей до площин відбивання (hkl) 
залежать від напрямків коливання кристалічної 
гратки відносно головних кристалографічних 
осей. Внаслідок чого М-фактор анізотропних 

кристалів буде тензором другого рангу, а вели-
чини ipθ  (і=1,2,3), віднесені до головних осей 
кристалу, можуть виявитися різними. Отже, роз-
глядаючи ipθ  як міру жорсткості зв’язку в і-тому 
напрямку, слід очікувати кореляції між величи-
нами ipθ  та анізотропією структури кристалу. 

Розрахунок величин ipθ  анізотропних криста-
лів за методикою, запропонованою в роботі [2], 
неможливий, оскільки у літературі практично 
відсутній явний вигляд функцій g(ω), а відновлен-
ня їх за дисперсійними кривими )(qrω , отрима-
ними методом нейтронної спектроскопії, є до-
статньо громіздкою процедурою, застосування 
якої, крім того, обмежується відсутністю експе-
риментальних даних навіть у випадку кристалів 
аксіальної симетрії. 

Тим не менше, з принципової точки зору, існує 
можливість оцінити анізотропію величин ipθ  
іншим шляхом – виходячи з того, що в границі 
довгих хвиль (малих значень хвильових векторів) 
динаміка кристалічних граток трансформується 
у теорію пружності. 

У відповідності з [3], якщо кристал розгляда-
ти як однорідне пружне середовище, акустична 
асимптотика функцій спектрального розподілу 
частот коливань атомів у не кубічних кристалах 
є анізотропною і визначається тензором другого 
рангу 
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де Мr – середня маса на атом, Іij – тензор частот, 
який можна розглядати як тензор обернених ква-
дратів дебаївських частот 2−ωij  при рентгенівсь-
ких дослідженнях при температурах Т>θD, або як 
тензор обернених величин 1−ωij  при дослідженні 
анізотропії ймовірності ефекту Мессбауера при 
Т<θD, або як тензор обернених кубів частот 3−ωij  
при дослідженнях пружних властивостей не ку-
бічних кристалів при Т<<θD. Компоненти остан-
нього можна розрахувати для кристалів любих 
сингоній за допомогою співвідношень отриманих 
у [3], якщо відомі компоненти тензора пружних 
постійних Cijkl, що визначені експериментально 
при Т≈0, густина кристалу ρ. 

Для кристалів гексагональної сингонії 
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та для кристалів тетрагональної сингонії 
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В наведених співвідношеннях nr  – одиничний 
вектор в напрямку розповсюдження звукової 
хвилі, ϕ, θ, ψ – сферичні координати, )(nS r

α  – 
корені кубічного рівняння 0),( =∆ Snr , ikΛ  – ал-
гебраїчне доповнення ikL , ijkε – символ Леві-

Чівіта, у ),( α∆′ Snr  прповодиться диференцію-
вання по S так, що можна записати =∆′ α ),( 1Snr  

))(( 3121 αααα −−= SSSS , )3,2,1(),,,( 321 P=ααα  – 
перестановка. Величини )(, nAij

r
α  мають зміст 

лишків динамічної функції Гріна в теорії пруж-
ності 
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Детальне пояснення вище наведених співвідно-
шень дано в [3]. 

Нами наведений розрахунок величин θпр(і) для 
деяких кристалів гексагональної (Cd, Mg, Zn, Be) 
і тетрагональної (In, Sn) сингоній. Такий вибір 
зумовлений тим, що ступінь анізотропії цих крис-
талів суттєво різний: найбільш анізотропні Cd, 
Zn, Sn, Be і майже ізотропні In та Mg. Крім того, 
для вибраних кристалів є достатньо надійні екс-
периментальні дані компонент тензора пружних 
постійних Cijkl при T=4,2К [4] і компонент тен-
зора термічного розширення [5]. 

Результати розрахунків зведені у таблицю 1 із 
стандартними для аксіальних кристалів позна-
ченнями: θ||, θ⊥, χ||, χ⊥, α||, α⊥ (індекс || – пара-
лельно, ⊥ – перпендикулярно до осі 3X ). 

 

Таблиця 1. Структурні та динамічні характеристики аксіальних кристалів при T=4,2 К. 

α|| α⊥ χ|| χ⊥ c/a θ|| θ⊥ Кристал
×107 K-1 ×1010 м2/Н Реал.      ід. К 

Cd 0,9>0,035 1,5721<2,0194 1,886>1,633 185<237 
Zn 0,34>0,03 1,3292<1,7230 1,856>1,633 281<367 
Sn 1,5>–0,21 0,6545>0,5851 0,55<1,00 221>194 
Be 38>20 0,2722>0,2428 1,568<1,633 1520>1437 
Mg 0,17<0,70 0,9532<0,9771 1,623<1,633 391>384 
In –12<10,5 0,6681>0,6013 1,080>1,00 104<120 



Оцінка сил міжатомного зв’язку в аксіальних кристалах 
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У таблиці 1, анізотропія структури оцінюється 
за відхиленням аксіального відношення ( )p/ ac , 
що розглядається від його ідеального значення 
( )ід/ ac =1,633 для гексагональної та ( )ід/ ac =1 
для тетрагональної сингонії. Величини ( )p/ ac  

взяті при Т=293 К, оскільки нерівності ( )p/ ac <
>  

( )ід/ ac  зберігаються у широких інтервалах тем-
ператур від Т=0 до температур плавлення Тпл, 
якщо лише відсутні фазові переходи [6]. 

Із аналізу таблиці 1 випливає, що для Zn i Cd 
( )p/ ac >1,633, а для Be і Mg величина ( )p/ ac < 
<1,633. Це означає, що у першому випадку зв’язок 
між атомними площинами в напрямку осі 3X  
слабший ніж у напрямку осі 1X , внаслідок чого 
повинна виконуватися нерівність θ||<θ⊥, а в дру-
гому випадку навпаки – θ||>θ⊥.  

Для кристалів тетрагональної сингонії In 
( )p/ ac >1, Sn ( )p/ ac <1 і відповідно слід очіку-

вати, що θ||<θ⊥, θ||>θ⊥. Із даних таблиці 1 слідує, 
що величини θ||, θ⊥ у всіх випадках узгоджують-
ся з анізотропією структури, а це означає, що 
вони можуть бути використані для оцінки 
жорсткості зв’язку в даному напрямку. 

Розрахунок лінійних стисливостей χ|| і χ⊥ про-
водився за співвідношенням [7]: 

jiijkk||, nnS=χ ⊥ , 

де Sijkk – компоненти пружних податливостей, 
ni, nj – компоненти одиничного вектора вздовж 
кристалофізичних осей. Величини Sijkl визнача-
лися через визначник матриці пружних постій-
них ∆с і відповідний мінор ∆Cij (в позначеннях 
Фойхта): 
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Лінійні стисливості χ|| і χ⊥, які розраховані на-
ми за величинами Cij [4] при 4,2 К, узгоджують-
ся із анізотропією структури тільки для In і Mg. 
Що стосується термічного розширення α|| і α⊥, 
взятих нами з роботи [5], то таке узгодження 
спостерігається лише для Cd, Zn, Mg. 

Така ситуація не є несподіванкою, оскільки 
структура визначається сумісною поведінкою 
термічних, калоричних та пружних властивостей 
кристалу, які в певній мірі виражені у величинах 
θі і зміною їх з деформацією ηj, що випливає із 
узагальненого співвідношення Грюнайзена: 
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Разом з цим, ефективні величини θі, які отри-
муються різними фізичними методами, можуть 
дещо відрізнятися між собою, оскільки вони 
залежать від номера і знаку моментів функції 
розподілу частот g(ω) і відповідно від темпера-
тури та тиску за рахунок ангармонійних ефектів 
у кристалах всіх сингоній. 
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