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ХАРАКТЕРИСТИКИ  ОПТИЧНОГО  ПОЛЯ 
І  МЕРЕЖІ  ОПТИЧНИХ  СИНГУЛЯРНОСТЕЙ 

Зроблена спроба показати, як пов'язані різні сингулярні системи, які належать до різних па-
раметрів поля, та які наслідки випливають із цього зв'язку. Наведені результати комп'ютерного 
моделювання. 

We take it into one's head to show how different singularity systems of different parameters of an 
optical wave are connected and what follows from this connection. The results of computer simulation 
are presented. 

Останнім часом спостерігається зростання 
інтересу до такої відносно нової галузі оптики, 
як сингулярна оптика. Це пов'язано, насамперед, 
з тим, що сингулярний аналіз дозволяє передба-
чити поведінку параметра (хоча б на якісному 
рівні), з яким асоціюється сингулярна система. 
Відомо також, що будь-якій характеристиці мо-
же відповідати така сингулярна система – мережа, 
якої складається з особливих точок (вихорів, С-
точок, пойнтинг-сингулярностей тощо), з'єднаних 
певними лініями (еквіфазними лініями, азиму-
тальними лінями тощо) [1; 2]. 

У даній праці ми робимо спробу показати, як 
пов'язані різні сингулярні системи різних пара-
метрів поля і які наслідки з цього випливають. 

1. Сингулярна мережа і поведінка відпо-
відного параметра поля. Знаковий принцип 

1.1. Фазові вихори і розподіл фази поля 
Покажемо на прикладі найбільш відомого 

типа сингулярностей – оптичних або фазових 
вихорів скалярного поля [1-4], як характерис-
тики сингулярної мережі визначають поведінку 
фази поля. 

Як відомо [1-4], вихор виникає в точці нульо-
вої амплітуди поля. У цій точці фаза невизна-
чена, а фазова поверхня – гелікоїд, правий або 
лівий, у залежності від знака топологічного за-
ряду S=±1 [1-4]. Інакше кажучи, вихор позитив-
ний або негативний. 

Окремі вихори поля можна об'єднати в мере-
жу, в якій вони пов'язані еквіфазними лініями – 
" 0Re = " і " 0Im = ". На рис. 1 наведена ділянка 
випадкового скалярного поля і відповідна син-
гулярна мережа. Лінії 0Re =  і 0Im =  є розв'яз-
ками рівнянь такої системи [1]: 
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де U – комплексна амплітуда скалярного поля. 
Визначені лінії є специфічними еквіфазними 

лініями, вздовж яких фаза кратна π/2. Області, 
які позначені на рис. 1 однаковим відтінком сіро-
го кольору (фазові спекли), є областями, в яких 
(з точністю до π/2) фаза практично стала. Як вид-
но з рис. 1, сусідні вихори різного знака можливо 
з'єднати безпосередньо цілим пучком еквіфазних 
ліній, а вихори одного знака – лише однією, яка 
проходить через сідло фази. Ця особливість по-
кладена в основу так званого знакового прин-
ципу, який був сформульований професором 
Фройндом [5]. 

 
Рис. 1. Фазова карта ділянки випадкового скаляр-
ного поля. Вихори позначені круговими стрілоч-
ками. Напрямок стрілочок вказує на топологічний 
заряд вихору. Римські цифри позначають регіони, 
де фаза поля практично стала. Сідлова точка фази 
позначена літерою s. Лінії "Re=0" і "Im=0" –специфіч-
ні еквіфазні лінії, вздовж яких фаза кратна π/2. 
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Можна стверджувати, що для будь-якої сис-
теми оптичних сингулярностей можна сформу-
лювати відповідний знаковий принцип: сингу-
лярності з різним знаком топологічного індексу 
(знак топологічного заряду, індексу Пуанкаре) 
можуть бути безпосередньо зв'язані цілим пучком 
характерних ліній параметра, з яким ці сингуляр-
ності асоціюються. Сингулярності одного знака 
можуть бути з'єднані лише однією лінією, яка 
проходить через сідлову току параметра. 

Отже, елементи сингулярної системи пов'яза-
ні між собою, і їх можна об'єднати у відповідну 
синуглярну мережу. 

Як випливає з рис. 1, величину фази в кожній 
точці поля можна визначити з точністю до π/2, 
якщо відомі характеристики вихорів (насампе-
ред, локалізація вихорів та їх знаки) і позиція 
будь-якої (однієї) еквіфазної лінії, яка входить 
у вихор. 

Отже, інформація про характеристики мережі 
сингулярностей дозволяє передбачити з певною 
ймовірністю поведінку параметра поля, до якого 
вона належить. Додамо, що таке твердження 
стосується не тільки вихрових мереж, а й будь-
якої іншої системи оптичних сингулярностей. 

 
Рис. 2. Система поляризаційних сингулярностей век-
торного поля.  
         – позитивні і негативні C-точки,  
         – x- і y-вихори 

 
Рис. 3. Еквіазимутальні лінії, які об'єднують у ме-
режу С-точки 

1.2. Поляризаційні сингулярності. Мережі 
C-точок і s-контурів 

Сингулярна система векторного поля схема-
тично наведена на рис. 2. Вона формується C-
точками і s-контурами. Як відомо [1; 2; 9-11], 
особлива С-точка поля, в якій воно поляризова-
но циркулярно. Індекс С-точки визначає напря-
мок обертання осей еліпсів навколо неї. У цій 
точці сингулярні азимут і головна фаза. На s-кон-
турі невизначеним є напрямок обертання вектора 
поля (поляризація вздовж контуру лінійна) [1]. 

На рис. 2 видно, що система сингулярностей 
регламентує поведінку поляризаційних еліпсів. 
Тобто поляризаційна ситуація навколо С-точок 
гомеоморфно відображається на s-контур. 
С-точки об'єднуються в мережі еквіазимута-

льними лініями (рис. 3). Природно, для цієї син-
гулярної системи виконується знаковий прин-
цип [2; 10; 11]. 

1.3. Зв'язок між компонентними вихорами 
і поляризаційними сингулярностями 

У працях [1; 2] показано, що характеристики 
С-точок однозначно пов'язані з параметрами ви-
хорів компонент. Наприклад, сумарний тополо-
гічний заряд х- і у-вихорів, розташованих на пев-
ному s-контурі, і сумарний топологічний заряд 
головної фази С-точок, локалізованих в області, 
обмеженої цим контуром, однакові. 

Кількість повних обертів вектора поля і на-
прямок цього обертання вдовж s-контуру від-
повідають сумарному топологічному індексу С-
точок, розташованих в області, обмеженої цим 
контуром. 

Отже, можна стверджувати: 
• Як мережі вихорів у скалярному полі, так і 
мережі С-точок і s-контурів визначають пове-
дінку параметрів векторного поля в кожній 
його точці. 

• Одночасно мережі поляризаційних сингуляр-
ностей і мережі компонентних вихорів пов'яза-
ні між собою. 

3. "Кореляція" між розподілами різних 
параметрів поля 

3.1. "Антикореляція" між фазою і інтен-
сивністю 

Насправді, зв'язок між поведінкою різних па-
раметрів оптичного поля ще жорсткіший. Такий 
зв'язок між фазою і інтенсивністю в скалярному 
полі [2; 7] наведений на рис. 4, де видно, що об-
ласті з малим градієнтом інтенсивності і регіони 
поля, в яких фаза змінюється відносно швидко, 
збігаються. 
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Рис. 4. "Антикореляція" фази (області з малим гра-
дієнтом інтенсивності) та інтенсивності (регіони 
поля, в яких фаза змінюється швидко) скалярного 
поля.  – вихори, сідла інтенсивності, мак-
симуми інтенсивності 
3.2. "Антикореляція" між поляризацією і 

інтенсивністю 
Аналогічно пов'язана поведінка інтенсивності 

і поляризаційних характеристик у векторному 
полі [2]. 

Там, де повільно змінюється інтенсивність, 
швидко змінюються поляризаційні характеритики 
поля. Такий зв'язок стає жорсткіше, чим менша 
поляризаційна неоднорідність векторного поля. 

Комп'ютерне моделювання здійснено за умо-
ви, що середні інтенсивності ортогональних ком-
понент збігаються. У цьому випадку коефіцієнт 

кореляції ортогональних компонент однозначно 
визначає поляризаційну однорідність поля. 

Природно, чим більше коефіцієнт кореляції, 
тим більше подібні мережі компонентних вихо-
рів. Отже, відстань між аналогічними компонент-
ними вихорами залежить від усереднених поля-
ризаційних параметрів [2]. 

4. Сингулярності вектора Умова–Пойнтинга 
та їх зв'язок з поляризаційними сингулярно-
стями 

Як уже зазначалося вище, всі системи сингу-
лярностей пов'язані між собою хоча б у статис-
тичному значенні. Не є винятком і система син-
гулярностей азимута поперечної складової век-
тора Умова–Пойнтинга. Коротко будемо нази-
вати такі сингулярності пойнтинг- сингулярно-
стями [2]. 

Сингулярності вектора Умова–Пойнтинга мо-
жуть бути вихровими й пасивними [2]. Під ви-
хровими пойнтинг-сингулярностями розуміємо 
сингулярності, в околі яких поперечна компонента 
вектора поводить себе аналогічно області фазо-
вого вихору, а усереднений момент імпульсу в 
області такої сингулярності максимальний по-
рівняно з іншими областями поля того ж розміру 
й тієї ж енергії поля, яка переноситься цією об-
ластю. 

 

 
Рис. 5. "Антикореляція" між поляризацію та інтенсивністю векторного поля.  – регіони поля, в яких поляриза-
ція змінюється швидко, і області з малим градієнтом інтенсивності. У правому верхньому кутку кожного рисунка 
наведений коефіцієнт кореляцій ортогональних компонент 
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Рис. 6. Сингулярності вектора Умова–Пойнтинга 
та їх зв'язок із поляризаційними сингулярностями 

 
Рис. 7. Типова поведінка компоненти в області 
пойнтинг-сингулярності: вихрова пойнтинг- син-
гулярність (а), пасивні пойнтинг-сингулярності (б-г) 
Під пасивними пойнтинг-сингулярностями 

розуміємо такі сингулярності, у невеликому 
околі яких усереднений момент імпульсу поля 
дорівнює нулю. 

На рис. 6 наведені дані комп'ютерного моде-
лювання – розподіл азимута поперечної компо-
ненти вектора Умова–Пойнтинга для випадково-
го векторного поля. Коефіцієнт кореляції між 
ортогональними компонентами дорівнює нулю. 
Вихрові пойнтинг-сингулярності позначені на 
рис. 6 літерою V, пасивні Пойнтінг- сингуляр-
ності – літерою P, також показані позиції С-точок. 
Очевидно, що між пойнтинг-сингулярностями і 
С-точками спостерігається певна відповідність. 
В околі С-точок із негативним індексом розташо-
вані вихрові пойнтинг-сингулярності [2]. Картина 
циркуляції поперечної компоненти в області ви-
хрової пойнтинг-сингулярності аналогічна кар-

тині циркуляції цього вектора навколо центра 
фазового вихору. Навколо позитивних С-точок 
спостерігаються пасивні пойнтинг-сингулярності 
[2]. 

Типова поведінка компоненти в області пойн-
тинг-сингулярності наведена на рис. 7. 

5. Зміни сингулярних мереж у залежності 
від поляризаційних характеристик вектор-
ного поля 

У праці [2] було показано, що середня відстань 
між пойнтинг-сингулярністью і С-точкою зале-
жить від співвідношення градієнтів амплітуди й 
фази ортогональних компонент (від рівня поля-
ризаційної неоднорідності векторного поля). Для 
характеристики поляризаційної однорідності поля 
введемо величину – рівень інтегральної деполя-
ризації поля: 

PD −= 1 ,                           (2) 
де P – рівень "інтегральної" поляризації. 

Природно, що у випадку монохроматичної 
хвилі поле поляризовано повністю і в кожній 
точці Р=1. Проте внаслідок усереднення поля-
ризаційних характеристик за площею аналізу 
ступінь поляризації ділянки поля, або інакше, 
ступінь "інтегральної" поляризації менше 1. 

У випадку збігу середніх інтенсивностей орто-
гональних компонент 

γ=+= 2
3

2
2 ssP ,                    (3) 

де γ – коефіцієнт кореляції ортогональних ком-
понент, 32 , ss  – відповідні усереднені Стокс-
параметри. 

Динаміка сходження пойнтинг- сингулярно-
стей і C-точок у випадку, коли коефіцієнт коре-
ляції між компонентами зростає, наведено на 
рис. 8. 

На рис. 8a наведені результати комп'ютерного 
моделювання для повністю деполяризованого 
поля. Очевидно, деякі пари пов'язаних пойнтинг-
сингулярностей і C-точок можна легко іденти-
фікувати (пари позначені 1). Проте такі пари не 
завжди очевидні (пари позначені 2). Подібна си-
туація продовжується до рівнів деполяризації 
40-50%. При цьому в будь-якому випадку се-
редня відстань між пойнтинг-сингулярностями 
і C-точками зменшується в міру зростання по-
ляризаційної однорідності поля. 

Видно, що практично всі пари сингулярнос-
тей можна легко ідентифікувати, якщо рівень 
деполяризації менше 30% (дивись рис. 8г-е). 

Фінальний акт такого сходження наступає 
для повністю поляризаційно однорідного поля. 

s-контур 

Пасивні  
сингулярності 

Вихрова 
сингулярність 

а) б)

г)в)
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Рис. 8. Зміни сингулярних мереж залежно від поляризаційних характеристик векторного поля. 

 – вихрові і пасивні пойнтинг-сингулярності,  – позитивні і негативні C-точки. "Очевидні" пари пойн-
тинг-сингулярностей і C-точок (1), "неочевидні" пари (2). Рівень інтегральної деполяризації наведений у правому 
нижньому кутку кожного рисунка 

Усі вихрові пойнтинг-сингулярності займають 
позиції вихорів поля. Пасивні сингулярності 
розташовуються в сідлових точках фази, якщо 
кінцеве поле поляризоване лінійно, і на незнач-
ній відстані від них, якщо поле поляризоване 
еліптично. Найбільша відстань між пасивними 
сингулярностями й сідловими точками досягаєть-
ся у випадку, коли поле поляризоване циркуляр-
но. 

На завершення зазначимо, що має місце на-
ступне твердження, яке безпосередньо випливає 
з того факту, що всі системи сингулярностей, які 
асоціюються з різними параметрами поля, пов'я-
зані між собою: "інформації про характеристи-
ки будь-якої системи сингулярності достатньо 
для передбачення якісної поведінки довільного 
параметра поля, принаймні, з певною імовірні-
стю". 

Отже, підсумуємо встановлені факти: 
1. Всі сингулярні системи пов'язані між собою, 

хоча б у статистичному значенні. 
• Мережі компонентних вихорів однозначно по-
в'язані з системою поляризаційних сингуляр-
ностей. 

• Мережі поляризаційних сингулярностей по-
в'язані з системою пойнтинг-сингулярностей. 

• Водночас система пойнтинг-сингулярностей 
пов'язана з системою компонентних вихорів. 

• Такі зв'язки стають очевидними, якщо рівень 
поляризаційної однорідності поля підвищуєть-
ся. 

2. Кожна сингулярна система визначає якісну 
поведінку відповідного параметра поля. 

3. Інформації про характеристики будь-якої 
сингулярної системи достатньо для передбачення 
якісної поведінки будь-якого параметра поля, 
хоча б у статистичному значенні. 
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