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МАТЕМАТИЧНЕ  МОДЕЛЮВАННЯ  РЕКОНСТРУКЦІЇ  ГРАНИЧНИХ 
ПОТЕНЦІАЛІВ  І  ГЕОМЕТРІЇ  ГРАНИЧНИХ  ПОВЕРХОНЬ  

Розглядається обернена задача теорії потенціалу знаходження оптимальної геометрії гранич-
них поверхонь і оптимального розподілу граничних потенціалів в осесиметричному випадку. 
Методика розв'язання оберненої задачі зводиться до мінімізації деякого функціонала та розв'язу-
вання системи інтегральних рівнянь Фредгольма першого роду з логарифмічною особливістю. 

We look at the inverse problem of potential theory for finding optimal geometry of boundary sur-
faces and optimal distribution of boundary potential in the axisymmetric case. The methodology of so-
lution of the inverse problem comes down to the minimization of some functional and solving of sys-
tem of the first genus integral Fredgolm equations with a logarithmic peculiarity. 

Крайові задачі математичної фізики поділя-
ються на прямі та обернені. У прямих задачах 
знаходять характеристики поля при відомих гео-
метрії граничних поверхонь і крайових умовах. В 
обернених задачах знаходять крайові умови та 
геометрію граничних поверхонь, які реалізують 
задані характеристики поля. 

Розв'язання прямої задачі теорії потенціалу 
при розрахунку електростатичних полів, які ство-
рюють електронно-оптичні системи, зводиться 
до розв'язання внутрішньої та зовнішньої задачі 
Діріхле для рівняння Лапласа. 

Задача знаходження оптимального розподілу 
граничних потенціалів та оптимальної геометрії 
граничних поверхонь актуальна при проектуван-
ні електронно-оптичних систем, які реалізують 
задані параметри електронно-оптичних систем. 
Така задача зводиться до розв'язання певних 
обернених задач математичної фізики. 

Обернені задачі математичної фізики часто у 
класичному розумінні поставлені некоректно, 
тобто малим змінам у функціоналах можуть від-
повідати великі зміни в розв'язку задачі [6]. Тому 
розробка ефективних алгоритмів розв'язання 
обернених задач математичної фізики достатньо 
актуальна проблема. 

Аналіз попередніх публікацій 
Ефективним методом розв'язання прямої зада-

чі є метод інтегральних рівнянь, який застосову-
вався для розв'язання задачі Діріхле для рівняння 
Лапласа в працях [1; 5]. За допомогою данного 
методу розв'язання зовнішньої та внутрішньої 
задач Діріхле для рівняння Лапласа зводиться до 

розв'язання інтегральних рівнянь Фредгольма 
першого роду зі слабкою особливістю в ядрі. 
Ефективність методу інтегральних рівнянь поля-
гає у зменшенні розмірності задачі на одиницю. 

Задача знаходження оптимальних конструк-
цій електронно-оптичних систем, яка зводиться 
до розв'язання обернених задач теорії потенціа-
лу, розглядалась у працях [4; 7; 8]. 

У працях [4; 7] при знаходженні оптималь-
них конструкцій електронно-оптичних систем 
розв'язувались інтегральні рівняння у варіаціях 
і здійснювалась мінімізація деякого фунціонала. 

У праці [8] розглянута обернена задача рекон-
струкції межі обмеженого включення в частково 
необмежену канонічну область задачі Діріхле 
для рівняння Лапласа. Для розв'язку такої задачі 
застосовувався гібридний метод, який полягає в 
наступному: методом Ньютона здійснюється 
лінеаризація відповідного нелінійного оператор-
ного рівняння, до якого зводиться розв'язання 
оберненої задачі, використовується техніка функ-
цій Гріна для того, щоб розв'язок задачі звести 
до розв'язку деякого інтегрального рівняння пер-
шого роду. 

Метою роботи є розробка числових алгорит-
мів для знаходження розподілу граничних по-
тенціалів та знаходження оптимальної геомет-
рії граничних поверхонь в осесиметричному 
випадку при заданому розподілі потенціалу на 
осі симетрії. Ці алгоритми застосовують для 
знаходження мінімумів деяких функціоналів і 
розв'язування інтегральних рівнянь Фредгольма 
першого роду. 
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Основні результати 
На відрізку [a,b] осі Oz циліндричної системи 

координат (r,z,ϕ) задана деяка достатньо гладка 
функція U0(z). Необхідно знайти розподіл потен-

ціалів ( ){ }miiV 10 =  на осі симетрії розімкнених по-
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U(0,z)=U0(z), z∈[a,b]. Функція U(r,z) є розв'язком 
такої задачі Діріхле для рівняння Лапласа: 
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Невідомі потенціали )(
0

iV  потрібно визначати з 
умови U(0,z)=U0(z). 

Розв'язок задачі (1)–(3) визначимо в такому 
вигляді: 
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де ϕi(r,z) – розв'язки таких характеристичних 
крайових задач: 
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Розв'язки задачі (5) не залежать від заданих на 
поверхнях потенціалів. 

Невідомі потенціали )(
0
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Чисельне розв'язування даної задачі зводиться 
до розв'язування двох задач. 

1. Розв'язування системи одномірних інтег-
ральних рівнянь Фредгольма першого роду: 
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де ),()( zriµ  – шукані функції, 

( )
( ) ( )

,)(,,,
2)()(2)()(

)()(
)(

jiji

iij
ij

zzrr

rkKzrzrE
−++

=  

( )( )kK ij  – повні еліптичні інтеграли першого 
роду, ,,1,,1 mjmi ==  δij – символ Кронекера. 

2. Мінімізації функціонала: 
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Невідомі функції ),()( zriµ  мають сингулярну 
особливість на краях розімкнених поверхонь, а 
ядро має логарифмічну особливість при суміщен-
ні точки спостереження з точкою інтегрування. 
Якщо поверхні замкнені, то отримані інтегральні 
рівняння Фредгольма мають тільки логарифміч-
ну особливість. 

Для розв'язування системи інтегральних рів-
нянь застосовувався метод колокації. Для знахо-
дження невідомих функцій ),()( zriµ  два підхо-
ди, а саме, кубічні сплайни [3] і апарат ізопара-
метричних перетворень [2]. 

Перший підхід полягає в такому. 
Нехай криві Li задані параметрично 
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Невідомі функції на Li визначимо так: 
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де )(τθk  – функції, які враховують особливість 
на краю поверхонь Si [5] і визначаються так: 
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Другий підхід полягає у використанні апара-
ту ізопараметричних перетворень для апрокси-
мації невідомої густини. При цьому термін "ізо-
параметричний" означає, що граничні криві й 
невідомі густини апроксимуються за допомогою 
поліноміальних функцій. 

Криві Li в залежності від ступеня їх гладко-
сті апроксимуємо за допомогою сукупності дво-
вузлових, тривузлових і чотиривузлових елемен-
тів, що відповідає лінійному, квадратичному й 
кубічному перетворенням форми кривої. 

Лінійні перетворення (лінійні фінітні базисні 
функції) мають вигляд 
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Квадратичні перетворення (квадратичні фі-
нітні базисні функції) мають вигляд 
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Кубічні перетворення (кубічні фінітні базисні 
функції) мають вигляд 
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Отже, невідома густина на кожному елемен-
ті має вигляд 
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Невідомі густини на Li визначаються за до-
помогою (9). 

У результаті застосування для розв'язку сис-
теми інтегральних рівнянь Фредгольма першо-
го роду (7) методу колокації отримуємо систе-
му лінійних алгебраїчних рівнянь, коефіцієнти 
якої мають особливості завдяки особливостям 
на краю розімкнених поверхонь і в ядрах інтег-
ральних рівнянь. Особливості на краю розімкне-
них поверхонь виділяються заміною змінних [5]. 
Логарифмічна особливість в ядрі виділяється за 
методикою ослаблення особливостей Канторо-
вича, тобто від підінтегральної функції відніма-
ється й додається функція, яка поводить себе в 
особливій точці як підінтегральна функція, а 

інтеграл від неї знаходиться аналітично. Для 
наближеного обчислення коефіцієнтів матриці 
системи лінійних алгебраїчних рівнянь викори-
стана квадратурна формула Гаусса. При число-
вій реалізації методу колокації для наближеного 
обчислення інтегралів з логарифмічною особ-
ливістю використана квадратурна формула з 
ваговою функцією ln(1/x). 

Невідомі ( )iV0  знаходилися з необхідної умови 
мінімуму функціонала (8) з такої системи ліній-
них алгебраїчних рівнянь: 
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Числова реалізація запропонованої методики 
здійснювалась у прикладній системі MatLab. 
Відносна похибка розрахунку тестових прикла-
дів не перевищувала 0,05%. 

Тепер розглянемо обернену задачу теорії по-
тенціалу, яка полягає в знаходженні невідомої 
геометрії області, якщо відомий осьовий розпо-
діл потенціалу поля Φ(z) на проміжку [a,b]. На-
ближений розв'язок такої задачі базується на ме-
тоді інтегральних рівнянь та теорії малих збурень, 
а саме: малі збурення rδ  регулярної області L 
породжують збурення потенціалу ),( rUu δ∇−=δ , 
де U∇  – величина градієнта поля на незбуре-
ній межі. 

Застосовуючи теорію малих збурень [6], не-
відоме параметричне зображення геометрії об-
ласті будемо шукати в такому вигляді: 
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де )(),( 00 αα zr  – вибираються на основі апріор-
ної інформації про невідому достатньо гладку 
замкнену область, а варіації )(αδr , )(αδz  вибе-
ремо так: 
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де ),(αϕi  )(αψi  – деякі лінійно незалежні сис-
теми функцій. 

Невідому густину визначимо аналогічно: 
( ) ( ) ( )αδµ+αµ=αµ −1kk ,              (12) 
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Алгоритм знаходження невідомої геометрії 
області зводиться до такої ітераційної числової 
схеми: 
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1. При заданому )(1 α−kr , )(1 α−kz  розв'язуємо 
інтегральне рівняння Фредгольма першого роду 
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Для числового розв'язування інтегрального 
рівняння (13) застосовуємо метод колокації, а 
невідому густину вибираємо у вигляді кубічних 
сплайн-функцій. Логарифмічна особливість в 
ядрі виділяться методом ослаблення особливос-
тей Канторовича. 
2. Визначення невідомих коефіцієнтів iii cba  ,,  
зводиться до мінімізації функціонала 
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Вигляд функції ( )αη  залежить від вибору 

класу малих збурень. Якщо розміри поверхні не 
змінюються, то )(αη =0. 

Використовуючи необхідну умову існування 
екстремуму функціонала (14), отримуємо неко-
ректну систему лінійних алгебраїчних рівнянь, 
яка розв'язується методом Тихонова з вибором 
параметра регуляризації за принципом нев'язки. 
3. Ітераційний процес завершується в разі ви-
конання умови 
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Числова реалізація запропонованої методики 
здійснювалась у прикладній системі MatLab. Від-
носна похибка розрахунку тестових прикладів 
не перевищувала 0,1%. 

Висновки 
1. Числові розрахунки показали, що досягнута 

точність достатня для розв'язування практич-
них задач. 

2. Ітераційний алгоритм знаходження оптималь-
ної геометрії граничних поверхонь для моде-
льних прикладів збігається достатньо швидко. 

3. Запропонований алгоритм розв'язування ін-
тегральних рівнянь першого роду дозволяє 
досягнути високої точності при розв'язанні 
модельних задач. 

4. Для розв'язування інтегральних рівнянь запро-
понована єдина методика, а саме: 

• невідома густина апроксимується за допомо-
гою кубічних сплайн-функцій або апарату ізо-
параметричних перетворень; 

• для зведення інтегральних рівнянь до системи 
лінійних алгебраїчних рівнянь застосовуєть-
ся метод колокації; 

• логарифмічна особливість в ядрі виділяється 
методом ослаблення особливостей Канторо-
вича; 

• для числового обчислення інтегралів викорис-
товується квадратурна формула Гаусса. 
Перспективою досліджень є знаходження 

оптимального розподілу граничних потенціалів 
та оптимальної геометрії граничних поверхонь 
для суттєво просторових задач. 
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