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СПЕКТР  ВИПРОМІНЮВАННЯ  В  ШЕСТИГРАННІЙ  НАНОТРУБЦІ  
З  УРАХУВАННЯМ  ЕКСИТОН-LO-ФОНОННОЇ  ВЗАЄМОДІЇ 

У моделі ефективних мас і прямокутних потенціалів для електрона (дірки) і моделі діелек-
тричного континууму для фононів запропонована теорія екситон-фононної взаємодії у складній 
шестигранній нанотрубці, експериментально реалізованій у масиві шестигранних квантових 
трубок на основі InP, InAs. 

The theory of exciton-phonon interaction is developed within the effective mass approximation for 
electron and hole and dielectric continuum model for phonons in complicated hexagonal nanotube, 
experimentally grown in the array of quantum tubes InP/InAs. 

Вступ 
Екситонні спектри в напівпровідникових кван-

тових точках і квантових плівках вивчаються 
вже тривалий час, тому результати теоретичних 
праць з достатньо обґрунтованими моделями не-
погано узгоджуються з експериментальними да-
ними [1-4]. 

Інтенсивний розвиток нанотехнологій дав 
можливість експериментально створювати нові 
наносистеми з чіткими геометричними формами. 
Зокрема, в серії праць [5; 6] автори отримали ма-
сиви шестигранних нанодротин і нанотрубок і 
дослідили спектри випромінювання в таких сис-
темах. На основі простої моделі в [6] ідентифіко-
вано низькоенергетичний пік з основним екси-
тонним станом, але інші особливості спектра не 
знайшли теоретичного пояснення. 

Наскільки нам відомо, послідовної теорії ек-
ситонів у напівпровідникових кількашарових 
шестигранних нанотрубках поки що немає. Тим 
більше не враховано взаємодію екситону з фо-
нонами наносистеми. Особливість послідовної 
теорії екситонного спектра в такій системі, оче-
видно, полягає в необхідності поєднання аксіаль-
ної симетрії шестигранної форми нанотрубки зі 
сферичною симетрією потенціалу взаємодії елек-
трона й дірки в цій наносистемі. Отже, метою цієї 
роботи є побудова одного з можливих теоретич-
них підходів до реалізації задачі про екситонний 
спектр у складних шестигранних нанотрубках 
на основі моделі ефективних мас і прямокутних 
потенціалів з використанням варіаційного мето-
ду Бете та з урахуванням обмежених поляриза-
ційних фононів. 

Розвинена тут теорія дозволяє ідентифікувати 
положення обох експериментально виявлених пі-
ків у шкалі енергій, а також пояснює співвідно-
шення їх інтенсивностей і дає можливість ви-
вчити еволюцію спектральних параметрів ексито-
ну зі зміною товщини шестигранної нанотрубки. 

Теорія екситон-фононної взаємодії у шести-
гранній квантовій нанотрубці 

Гамільтоніан екситон-фононної системи має 
вигляд 
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– гамільтоніан невзаємодіючих обмежених фо-
нонів [7], 

pheH −  і phhH −  – гамільтоніани взаємодії екси-
тонного електрона й дірки з обмеженими фонона-
ми наносистеми, явний вигляд яких буде подано 
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далі вже в зображенні вторинного квантування 
за всіма змінними системи. 

Щоб знайти енергетичний спектр екситону без 
урахування взаємодії з фононами, шестигранна 
нанотрубка апроксимується циліндричною так, 
як зображено на рис. 1. При цьому радіус внут-
рішнього кола ρ0 відіграє роль варіаційного пара-
метра. Різниця точного й апроксимуючого гаміль-
тоніанів розглядається як збурення. У результаті 
мінімізації за ρ0 функціонала з екситонним га-
мільтоніаном отримується спектр енергій 
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– енергетичні рівні невзаємодіючих між собою 
електрона й дірки, знайдені як функції варіацій-
ного параметра ρ0, 
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для яких аналітичний вигляд радіальних функцій 
( )ρ)( III,

zmnR  залежить від величини енергії Е. У ви-

падках I, коли 0≤E≤U0, і II, коли U0≤E≤U2, 

 
Рис. 1. Поперечний переріз наносистеми 
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Jm, Nm, Km – функції Бесселя, +
mH , −

mH  – функ-
ції Ханкеля. 

Хвильові функції поздовжнього руху квазі-
частинки (e, h) мають вигляд 
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Умови неперервності хвильових функцій і 
потоків густин імовірностей на всіх трьох межах 
наносистеми (ρ=ρ0,ρ1,ρ2) разом з умовою норму-

вання визначають усі коефіцієнти ( )±i
mnz

A , ( )±i
mnz

B  

( 3,1=i ), а отже, однозначно отримуються аналі-

тичні вирази хвильових функцій ( )
( ) ( )rmnn z

,0
0
III, ρΨ

ρ
 

та дисперсійні рівняння (через громіздкість їх 
явний вигляд не наводиться), з яких і визначають-
ся енергії для e і h у різних станах. 

Тепер хвильові функції екситону, отримані з 
умови мінімізації функціонала при ρ=ρ0 , мають 
вигляд: 
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а отже, енергія електрон-діркової взаємодії буде 
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Тепер "чистий" екситонний спектр і хвильо-
ві функції визначені в усіх станах, що дозволяє 
отримати оцінку інтенсивностей оптичних кван-
тових переходів у досліджуваному масиві нано-
трубок за відомою [8] формулою: 
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Здійснивши в системі хвильових функцій (9) 
перехід до зображення чисел заповнення в гаміль-
тоніані e- і h-LO-фононної взаємодії, отримуємо: 
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де функції електрон-фононного зв’язку мають 
вигляд 
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Розрахунок перенормованого взаємодією з 
LO-фононами спектра екситону виконувався 
методом функцій Гріна в однофононному на-
ближенні масового оператора. Подальший роз-
рахунок екситонного спектра та інтенсивностей 
квантових переходів виконувався для наносис-
теми InP/InAs/InP числовими методами. 

Аналіз та обговорення результатів 
Щоб вивчити еволюцію екситонного спектра 

залежно від геометричних розмірів експеримен-

тально реалізованого у праці [6] масиву нано-
трубок InP/InAs/InP, розраховані всі складники 
екситонної енергії. Фізичні параметри наносис-
теми (потенціальні енергії, ефективні маси квазі-
частинок, діелектричні проникності) взяті такі ж, 
як у цитованій праці. 

Результати розрахунку такі. На рис. 2 наведено 
залежності від товщини ∆ нанотрубки InAs енер-
гій електрона e

nE 10ρ
 (a), важкої дірки h

nE 10ρ
 (б), 

екситону 10

10

e
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n

n
E ρ

ρ
 (в) та інтенсивностей міжзонних 

квантових переходів 10

10

e

h
n

n
I ρ

ρ
 (г). З рис. 2а,б видно, 

що за типових в експерименті товщин нанотруб-
ки ∆=1–5 нм та за фіксованих квантових чисел 
m(e,h)=0, nz(e,h)=1 у найглибшій квантовій ямі 
(InAs) наносистеми існує п'ять діркових енерге-
тичних рівнів з hnρ =1, 2, 3, 4, 5, і лише один елек-

тронний із квантовим числом 1=ρ
en . Енергії всіх 

цих рівнів зі збільшенням ∆ швидко зменшують-
ся, як і повинно бути з фізичних міркувань. 

Збуджені енергетичні рівні електрона, як 
легкої квазічастинки з 2≥ρ

en , розташовуються 
вище дна менш глибокої потенціальної ями (InP) 
(тонована область на рисунку). Природно, що 
енергетичні рівні електрона в цих станах слаб-
ко залежать від товщини ∆ глибшої ями InAs і 
антикросінг непомітний. Оскільки ефективна 
маса дірки велика, то в цій же області енергій її 
енергетичні рівні розташовані достатньо щільно, 
тому (як видно з рис. 2б) в їхніх залежностях від 
товщини ∆ спостерігаються слабо виражені анти-
кросинги, які виникають внаслідок "взаємодії" 
трьох квантових ям наногетеросистеми. 

Зауважимо, що експериментально реалізована 
наногетеросистема має такі геометричні розміри, 
при яких абсолютна величина енергії зв'язку ек-
ситону виявляється на два порядки меншою (δE~ 
~5–10 мeВ), ніж енергії ),( he

mnn z
E

ρ
 електрона чи дір-

ки, тому й залежність енергій екситонних станів у 
низькоенергетичній частині спектра, в основ-
ному, зумовлена особливостями поведінки енер-
гій електрона й дірки (рис. 2в). 

Розрахунок зміщень енергетичних рівнів елек-
трона e

mnn zρ
∆  і дірки h

mnn zρ
∆  через взаємодію з 

обмеженими фононами показав, що при зміні 
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товщини шару-ями в межах 1–5 нм величини 
цих зміщень практично не змінюються. Вияви-
лося, що ієрархія величин зміщень тих рівнів, 
які фіксуються під час експерименту, така: 

меВ,2,3110 −=∆e      меВ,4,7110 −=∆h  
меВ,5210 −=∆e          меВ.14310 −=∆h  

Отже, взаємодія з LO-фононами зміщує основ-
ний екситонний рівень на величину 110

110∆ =–10,6 

мeВ, а збуджений – на величину 210
310∆ =–19 мeВ. 

На рис. 2г зображено залежність інтенсив-

ностей 10
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ρ
 міжзонних квантових переходів 

від товщини ∆ нанотрубки InAS, розрахованих 
за формулою (25). На рис. 2в,г для ясності по-

дальшого аналізу енергії 10
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 як функції товщини ∆ в одних і тих же ста-

нах ⎟⎟
⎠
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⎝

⎛ ρ

ρ

e
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n
 зображені різними лініями залежно від 

величини інтенсивності переходу. Якщо: I≥0,9 – 
лінія жирна; 0,9≥I≥0,1 – тонка; 0,1≥I –пунктирна 
або штрихова. 

З рис. 2в,г видно, що зі збільшенням товщи-
ни ∆ енергія основного екситонного стану 110

110E  

лише зменшується, а інтенсивність 110
110I  лише 

зростає. Оскільки при зміні товщини в межах 
nm≤∆≤5nm інтенсивність основного стану значна 
і змінюється в межах 8,05,0 110

110 ≤≤ I , то цей стан 
добре проявляється під час експерименту (рис.2е). 
Поведінка 110

110I  і 110
110E  зі зміною ∆ зрозуміла з 

фізичних міркувань. Адже збільшення розміру 
∆ глибшої ями збільшує в ній локалізацію елек-
трона й дірки, внаслідок чого збільшується інте-
грал перекриття, а отже, й інтенсивність. Що ж 
до зменшення енергії основного стану, то це від-
бувається внаслідок зменшення енергій електрона 
й дірки та збільшення величини від'ємної енер-
гії їх взаємодії при збільшенні розміру шару ∆. 

У межах зміни товщини наноплівки (1nm≤∆≤ 
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якому, як уже зазначалося, відповідає квантовий 
перехід значної інтенсивності. На рис. 2в наведе-
но ще дві серії екситонних енергетичних рівнів: 
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Рис. 2 Залежності від товщини ∆ нано-
трубки InAs перенормованих взаємодією 
з LO-фононами енергій електрона (а), дір-
ки (б), екситону (в) і інтенсивностей кван-
тових переходів (г). Залежності інтенсив-
ностей квантових переходів від енергії 
розраховані теоретично при ∆=2nm (д) і 
отримані в праці [12] експериментально 
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реалізують першу з цих серій, відбуваються між 
електронними та дірковими станами різної симет-
рії, тому їх хвильові функції слабо перекривають-

ся, а отже, інтенсивності такі малі ≤
=

=
ρ

ρ

1

6,5,4,3,2

e

h
n

n
I , 

≤10–3, що в масштабі рис.2г вони непомітні. Пере-

ходи, що реалізовують серію рівнів ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ =

=
ρ

ρ
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e
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більш різноманітні, оскільки в інтервалі товщин 
nm≤∆≤5nm електронний рівень з 2=ρ

en  постійно 
знаходиться вище від дна мілкої ями, а діркові 
рівні з квантовими числами =ρ

hn 1,2,3,4,5,6 зі 
зменшенням товщини ями ∆ "витискаються" з 
глибокої ями в мілку. Внаслідок цього при змен-
шенні величини ∆, поки обидва рівні електрона 
й дірки знаходяться у своїх найглибших ямах, 
симетрія відповідних їм хвильових функцій така, 
що вони слабо перекриваються, і тому інтенсив-
ності цих переходів малі (I~10–3–10–4). Тоді на 
певних ділянках кривих h

nE 01ρ
 симетрія відповід-

них їм діркових хвильових функцій стає близь-
кою до симетрії хвильових функцій електрона в 
стані з enρ =2. Це приводить до значного пере-
криття хвильових функцій обох квазічастинок, а 
отже, і до великої інтенсивності переходу. Цим, 
зокрема, пояснюється інтенсивний високоенер-
гетичний пік, отриманий експериментально 
(рис. 2е). Його максимуму при ∆=2 нм відповідає 
енергетичний рівень 210

310E  (рис. 2в,г,д). 
Зауважимо, якщо послідовно збільшувати 

товщину трубки ∆ від 1 нм до 5 нм, нарощуючи 
її по одному моношару, то при певній кількостіі 
моношарів товщина трубки стає такою (у цій сис-
темі ∆≈6aInP≈3,6 нм), при якій 5,02

1
2 ≈≈

+ρρ
hh nn

II  

(рис. 2). Тоді високоенергетичний пік формуєть-
ся вже не одним станом з I~1, а двома станами 

>> 210
510

210
410 |,|  з близькими за величинами енергіями 

~210
410E 1,4127 еВ ~210

510E 1,4132 еВ й інтенсивно-
стями ~0,5. Оскільки піки випромінювання ма-
сивами квантових трубок сильно розмиті через 
взаємодію екситонів із дисипативними підсисте-
мами та через розкид розмірів квантових трубок, 
то можна очікувати, що інтенсивність високого 
енергетичного піка зі зміною товщини ∆  буде 
змінюватися слабо. 

Висновки 
Експериментально отриманий спектр випромі-

нювання в шестигранній нанотрубці InP/InAs/InP 
формується основним чином квантовими пере-
ходами між основними станами e і h у своїх 
глибоких ямах ( )110

110E  та між збудженими стана-

ми цих квазічастинок ( )210
310E . 

Енергія взаємодії електрона й дірки, як і вза-
ємодія екситону з LO-фононами наносистеми, 
зміщує пік електромагнітного випромінювання 
системи в область більших довжин хвиль. Су-
марні величини таких зміщень не перевищують 
двох десятків меВ. 
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