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КЛАСИЧНА  ТЕОРІЯ  ВИПРОМІНЮВАННЯ  ЗАРЯДЖЕНИХ  
ЧАСТИНОК. VII.  СПЕКТР  ВИПРОМІНЮВАННЯ  ЧОТИРЬОХ  
ЕЛЕКТРОНІВ,  ЩО  РУХАЮТЬСЯ   ВЗДОВЖ  ГВИНТОВОЇ   

ЛІНІЇ  В  МАГНІТНОМУ  ПОЛІ 

Методом сили самодії Лоренца досліджено потужності випромінювання заряджених час-
тинок, що рухаються вздовж гвинтової лінії у вакуумі та в прозорих ізотропних середовищах. 
Особливу увагу приділено дослідженню тонкої структури спектрального розподілу потужності 
синхротронного й синхротронно-черенковського випромінювань чотирьох електронів, що ру-
хаються по гвинтовій лінії у вакуумі та у прозорих ізотропних середовищах, і дослідженню 
явища надвипромінювання в такій системі. Проаналізовано спектри синхротронного й син-
хротронно-черенковського випромінювань окремого електрона. 

The expressions for the radiation powers of the charged particles moving in a spiral in vacuum and 
in transparent isotropic mediа are studied by using the Lorentz's self-interaction method. Special 
attention is given to the research of the fine structurre of the spectral distribution of the synchrotron 
and synchrotron-Cherenkov radiations of four electrons moving in a spiral in vacuum and in 
transparent isotropic mediа and to the research of the fenomenon of superradiation of this system. The 
spectra of synchrotron and synchrotron-Cherenkov radiations for one electron are analyzed. 

Вступ 
Англійський фізик Шотт [1-2] в 1907 році 

вперше строго в рамках класичної електродина-
міки дослідив спектр випромінювання системи 
електронів, що рухаються по колу. 

Властивості синхротронного випромінюван-
ня заряджених частинок, що рухаються у ваку-
умі, проаналізовані в огляді [3] та монографіях 
[4-6]. У працях [7-9] вдосконаленим методом 
сили самодії Лоренца досліджено синхротронне 
випромінювання окремої зарядженої частинки, 
що рухається по колу або по гвинтовій лінії. 
Спектр випромінювання систем невзаємодіючих 
заряджених частинок, що рухаються вздовж гвин-
тової лінії у вакуумі, досліджено в працях [3; 4; 
10-13]. Спектр випромінювання системи взаємо-
діючих заряджених частинок досліджено Клєпі-
ковим [14-16]. Надпотужне короткохвильове 
когерентне синхротронне випромінювання по-
тягом згустків досліджено у праці [17]. 

Класичну теорію випромінювання зарядже-
них частинок, що рухаються з надсвітловими 
швидкостями, було розроблено Хевісайдом [18], 
Кондре [19] та Зоммерфельдом [20-23]. Класич-
ну теорію явища черенковського випроміню-

вання заряду в диспергуючому середовищі впер-
ше сформульовано Франком і Таммом [24] у 1937 
році. Ця теорія пояснила властивості випромі-
нювання, що експериментально було спостере-
жене Черенковим [25-28]. Випромінювання за-
рядів і мультиполів, що рухаються прямоліній-
но в середовищі, проаналізовані в монографіях 
[29; 30]. 

Черенковські ефекти, що ґрунтуються на чоти-
рьох фундаментальних взаємодіях, були дослі-
джені й класифіковані в праці [31]. 

Спектр електромагнітного випромінювання 
електронів, що рухаються в середовищі в магніт-
ному полі, досліджено в працях [32-35]. Особ-
ливості спектра випромінювання системи не-
взаємодіючих електронів, що рухаються вздовж 
гвинтової лінії в прозорому ізотропному середо-
вищі, досліджено в працях [36-40]. 

Явище інтерференції при випромінюванні 
електромагнітних хвиль окремими електронами 
може вплинути на повну потужність випроміню-
вання, тобто виникає когерентне синхротронне 
випромінювання [41-47]. 

Спостереження за когерентним синхротрон-
ним випромінюванням [42; 43] вказують на не-



Класична теорія випромінювання заряджених частинок. VІІ. Спектр випромінювання чотирьох електронів  

Науковий вісник Чернівецького університету. 2008. Випуск 420. Фізика.Електроніка. 29

обхідність дослідження впливу форми й розмі-
рів згустка на когерентне синхротронне випро-
мінювання. 

Когерентність синхротронного випроміню-
вання в області радіодіапазону викликає інтерес 
у зв'язку з дослідженням радіовипромінювання, 
що надходить від пульсарів [48; 49]. 

Випадок когерентного випромінювання про-
сторово-локалізованих інвертованих атомів, 
коли розміри системи менші за довжину хвилі, 
що випромінюється, вперше було досліджено 
Дікке [50] й отримало назву явища надвипро-
мінювання. Надвипромінювання має місце й у 
випадку класичних електронних ансамблів і по-
в'язане з різними елементарними механізмами 
індукованого випромінювання (синхротронне, 
черенковське і т.д.) [51]. 

Метою даної роботи є дослідження методом 
сили самодії Лоренца спектрального розподілу 
потужності синхротронного та синхротронно-
черенковського випромінювань системи заря-
джених частинок, що рухаються вздовж гвин-
тової лінії. Використовуючи точні інтегральні 
співвідношення для спектрального розподілу 
потужності випромінювання чотирьох електро-
нів, що рухаються один за одним вздовж гвинто-
вої лінії, аналітичними та числовими методами 
досліджено тонку структуру спектра електро-
магнітного випромінювання у вакуумі та прозо-
рому середовищі нижче та вище черенковського 
бар'єра. Значна увага приділяється дослідженню 
фактора когерентності для випадку, коли вико-
нуються умови виникнення явища надвипромі-
нювання. Проаналізовано вплив ефекту Доплера 
на особливості спектра випромінювання окре-
мого електрона при його русі по гвинтовій лінії. 

Основні співвідношення для спектрального 
та спектрально-кутового розподілів потуж-
ності випромінювання чотирьох електронів, 
що рухаються вздовж гвинтової лінії у сере-
довищі 

Густина струму ( )trj ,  та густина заряду ( )tr ,ρ  
чотирьох невзаємодіючих точкових заряджених 
частинок мають вигляд 
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( ) ( )( )trretr ll −δ=ρ , ,                   (1) 

де ( )trl , ( )tVl  – закон руху та швидкість l-ої час-
тинки. 

Дослідимо випадок системи чотирьох елек-

тронів, що рухаються один за одним вздовж гвин-
тової лінії в прозорому ізотропному середовищі. 
Закон руху та швидкість l-го електрона (l=1,2,3,4) 
для цього випадку записуються у вигляді [36] 
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отримаємо середню потужність випромінювання 
чотирьох електронів [52-55] 
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Фактор когерентності для випадку одного елек-
трона S1(ω)=1. А для чотирьох електронів фактор 
когерентності визначається виразом [12; 52-56] 

( ) ( ) ( )+∆ω+∆ω+=ω 23124 cos2cos24 ttS  
( ) ( ){ }+∆+∆ω+∆ω+ 231234 cos2cos2 ttt  

( ){ }+∆+∆ω+ 3423cos2 tt  
( ){ }342312cos2 ttt ∆+∆+∆ω+ .              (9) 

Тут ∆t12, ∆t23, ∆t34 – зсуви в часі між першим і 
другим, між другим і третім та між третім і чет-
вертим електронами відповідно. 

Після деяких нескладних перетворень над 
(6) та (7) внесок окремих гармонік у середню 
потужність випромінювання системи чотирьох 
електронів можна подати у вигляді [54] 
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nq , ( )qJm , ( )qJm′  – функція 

Бесселя цілочислового індексу та її похідна від-
повідно. 

Кожна гармоніка – це набір частот розв'язків 
рівняння 
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Для випадку одного електрона співвідношення 
(10) переходить у вираз, отриманий методами 
сили самодії [57] та охоплюючих поверхонь [34]. 

Проінтегруємо (10) за θ і знайдемо спектраль-
ний розподіл потужності випромінювання чоти-
рьох електронів за гармоніками [54] 
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При цьому межі смуг визначаються функцією 
))(( 2 muη . 

Розглянемо середовище зі сталими проникно-
стями ε і µ. Тоді при ncV /||<  спектральні роз-
поділи потужності випромінювання на окремих 
смугах визначаються виразом [54] 
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Варто наголосити, що лише в області частот, де 
перекриття відсутнє, для спектральних функцій 
розподілу потужності випромінювання має місце 
рівність 

( ) ( )ω=ω mWW .                    (17) 
Як випливає з (14), (15), лише на межах першої 
гармоніки спектральна функція потужності ви-
промінювання відмінна від нуля й дорівнює 
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За допомогою заміни 
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перейдемо до кутового розподілу потужності 
випромінювання на окремих гармоніках. Тоді із 
(14), (15) знаходимо кутовий розподіл потуж-
ності випромінювання системи чотирьох елек-
тронів (ε=const і µ=1) за гармоніками [53] 
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Для кутів θ→0 і θ→π 00 →mq , а кутовий 
розподіл потужності випромінювання на першій 
гармоніці, згідно з (10), визначається виразом 

( ) ( ) 3
||

22
0

43

2

cos1

,1
2

,1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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ω
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µ
=θ= ⊥

c
nV

VmS
c

nemP .(24) 

Для випадку руху одного електрона у ваку-
умі (20), (21) переходять у вирази, наведені в 
[9; 58]. Підсумовуючи ряди в (20), (21) за функ-
ціями Бесселя цілочислового індексу та інтегру-
ючи за θ, отримаємо повну потужність випро-
мінювання для випадку одного електрона [33]: 

2
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22
22

03

2
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VnV

c
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0 1

c
V

cm
eBext

−=ω .                   (25) 

Тонка структура спектра синхротронного 
випромінювання чотирьох електронів у ва-
куумі 

Аналітичними та числовими методами дослі-
димо спектральний розподіл потужності синхро-
тронного випромінювання одного та чотирьох 
електронів, що рухаються вздовж гвинтової лінії 
у вакуумі при Bext=1 Гс, µ=1, n=1, V⊥vac=0,24⋅1011 
см/с, V||vac=0,15⋅1010 см/с, ωj=0,105⋅108 рад/с 
r0j=2285 см, (j=1,2,…,6). 
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Рис. 1. Спектральний розподіл потужності синхро-
тронного випромінювання (СВ) електрона у ваку-
умі на низьких гармоніках при V⊥vac=0,24⋅1011 см/с, 
V||vac=0,15⋅1010 см/с, ωj=0,105⋅108 рад/с, r0j=2285 см 
(j=1,2,…,6). Крива 1 відповідає одному електрону з 

int
1vacP =0,2092⋅10–14 ерг/с 
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Рис. 2. Спектральний розподіл потужності СВ у 
вакуумі на низьких гармоніках при Bext=1 Гс, 
V⊥vac=0,24⋅1011см/с, V||vac=0,15⋅1010см/с. Крива 2 
відповідає зсуву у часі 2

34
2
23

2
12 ttt ∆=∆=∆ =0,001π/ω02 

з потужністю int
2vacP =0,3347⋅10–13 ерг/с 

На рис. 1-4 зображено спектральні розподіли 
потужності синхротронного випромінювання 
для випадку одного та чотирьох електронів у 
вакуумі. 

У випадку одного електрона, що рухається 
по гвинтовій лінії у вакуумі, співвідношення (18) 
набувають вигляду 

( )
c

VVc
VeW

||||
2

22
min
1

один
1

12
0

+

ω
=ω ⊥ , 

( )
c

VVc
VeW

||||
2

22
max
1

oдин
1

12
0

−

ω
=ω ⊥ .         (26) 

Для чотирьох електронів, що рухаються по 
гвинтовій лінії у вакуумі, функція спектрально-
го розподілу потужності випромінювання (18) 
на межах першої гармоніки набуває вигляду 
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Рис. 3. Спектральний розподіл потужності СВ од-
ного та чотирьох електронів у вакуумі на низьких і 
середніх гармоніках при Bext=1 Гс, V⊥vac=0,24⋅1011 

см/с, V||vac=0,15⋅1010 см/с. Крива 3 відповідає одному 
електрону з int

3vacP =0,2839⋅10–14 ерг/с, крива 4 – чо-

тирьом електронам при 4
34

4
23

4
12 ttt ∆=∆=∆ =0,001π/ω04 

і int
4vacP =0,4539⋅10–13 ерг/с 
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Визначена згідно з (26) потужність випромі-
нювання на межах першої гармоніки у випадку 
одного електрона у вакуумі (крива 1 на рис. 1) 
на нижній межі ( ) 0111

minодин ωωW =0,5177⋅10–14 ерг/с, 

а на верхній ( ) 0111
maxодин ωωW = 0,5723⋅10–14 ерг/с. 

При малому зміщенні в часі 2
34

2
23

2
12 ttt ∆=∆=∆ = 

=0,001π/ω0i (крива 2 на рис. 2 і крива 4 на рис. 3) 
фактор когерентності S4(ω) ≅ 16, а чотири елек-
трони на низьких гармоніках випромінюють як 
заряджена частинка з зарядом 4e і масою спокою 
4m0, тобто в шістнадцять разів більше, ніж один 
електрон ( ≅intint

12 / medmed PP ≅intint
34 / medmed PP 16) [12], 

що відповідає випадку надвипромінювання прос-
торово-локалізованих інвертованих атомів [50;51], 
коли розміри системи менші за довжину хвилі, 
що випромінюється. 

Визначена при зсуві в часі 2
34

2
23

2
12 ttt ∆=∆=∆ = 

=0,001π/ω02 згідно з (27), (28) потужність синхро-
тронного випромінювання на межах першої гар-
моніки у вакуумі (крива 2 на рис. 2) на нижній 
межі дорівнює ( ) 0211

minчотири ωωW =0,8284⋅10–13 

ерг/с, а на верхній – ( ) 0211
maxчотири ωωW =0,9156⋅10–14 

ерг/с. 

0 2 4 6 8 10
0

30

60

90

120

150

180
W(ω)⋅ω0j, 10-16 ерг/с

5

ω/ω0j  

0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40
0

30

60

90

120

150

180
W(ω)⋅ω0j, 10-16 ерг/с

6

ω/ω0j  
Рис. 4. Спектральний розподіл потужності СВ чо-
тирьох електронів у вакуумі при Bext=1 Гс, V⊥med= 
=0,24⋅1011 см/с, V||med=0,15⋅1010 см/с. Крива 5 описує 
випромінювання на низьких гармоніках при зсуві в 
часі 5

34
5
23

5
12 ttt ∆=∆=∆ =π/(2ω05) і int

5vacP =0,6702⋅10–14 
ерг/с, крива 6 – низькі та середні гармоніки при 

6
34

6
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6
12 ttt ∆=∆=∆ =π/(2ω06) і int

6vacP =0,9625⋅10–14 ерг/с 
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Визначена при зсуві в часі 5
34

5
23

5
12 ttt ∆=∆=∆ = 

=π/(2ω05), згідно з (27), (28), потужність син-
хротронного випромінювання на межах першої 
гармоніки у вакуумі (крива 5 на рис. 4) на ниж-
ній межі ( ) 0511

minчотири ωωW =0,2489⋅10–15 ерг/с, а 

на верхній ( ) 0511
maxчотири ωωW =0,2868⋅10–15 ерг/с. 

У випадку рівномірного розподілу чотирьох 
електронів вздовж гвинтової лінії та зсуві в часі 

5
34

5
23

5
12 ttt ∆=∆=∆ =π/(2ω05) (крива 5 на рис. 4) і 

6
34

6
23

6
12 ttt ∆=∆=∆ =π/(2ω06) (крива 6 на рис. 4) на 

частотах (4i–3)ω0j, (4i–2)ω0j та (4i–1)ω0j (j=5,6; 
i=1,2,…,7,…) випромінювання відсутнє, а на час-
тотах 4iω0j (j=5,6; i=1,2,3,…) фактор когерент-
ності S4(ω)=16 [12]. 

Спектр синхротронного випромінювання 
чотирьох електронів у середовищі нижче че-
ренковського бар'єра 

Проведене порівняння результатів розрахун-
ків спектра синхротронного випромінювання 
системи чотирьох електронів зі спектром син-
хротронного випромінювання одного електрона 
у середовищі зображено на рис. 5-10. Функції 
спектрального розподілу потужності синхротрон-
ного випромінювання електронів нижче черен-
ковського бар'єра (V<c/n) розраховані згідно зі 
співвідношеням (7) при Bext=1 Гс, µ=1, n=1,3, 
V⊥med=0,2⋅1011 см/с, V||med=0,15⋅1010 см/с, ω0j= 
=0,1307⋅108 рад/с, r0j=1530 см, (j=7,8,...,16). 

При незначному зміщенні в часі між електро-
нами 8

34
8
23

8
12 ttt ∆=∆=∆ =0,001π/ω08 (крива 8 на 

рис. 5) фактор когерентності S4(ω) ≅ 16, а чотири 
електрони в середовищі на низьких гармоніках 
випромінюють як заряджена частинка з зарядом 
4e і масою 4m0, тобто в шістнадцять разів більше, 
ніж один електрон ( intintintint

91078 // medmedmedmed PPPP = ≅ 
≅ 16) [54]. У цьому випадку маємо надвипромі-
нювання для чотирьох електронів у середовищі 
нижче черенковського бар'єра. 

У випадку одного електрона, що рухається в 
середовищі, співвідношення (18) набувають ви-
гляду [54] 
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Рис. 5. Спектральний розподіл потужності синхро-
тронного випромінювання у середовищі на низьких 
гармоніках при n=1,3, V⊥med=0,2⋅1011 см/с, V||med= 
0,15⋅1010 см/с. Крива 1 характеризує один електрон 
з int

7medP =0,3992⋅10–14 ерг/с, крива 8 – чотири елек-

трони при 8
34

8
23

8
12 ttt ∆=∆=∆ =0,001π/ω08 з потужніс-

тю int
8medP =0,6384⋅10–13 ерг/с 

Визначені згідно з (29) потужність випромі-
нювання на межах першої гармоніки у випадку 
одного електрона при т=1,3, V⊥med=0,2⋅1011 см/с, 
V||med=0,15⋅1010 см/с (крива 7 на рис. 5) на ниж-

ній межі дорівнює ( ) 07
min
1

один
1 ωωW =0,5491⋅10–14 

ерг/с, а на верхній межі – ( ) 07
max
1

один
1 ωωW = 

=0,6255⋅10–14 ерг/с. Ці величини добре узгоджу-
ються з потужністю, розрахованою згідно з (6), 
(7) при заміні S4(ω) на S1(ω)=1. 

На всій частотній області числове значення 
повної потужності випромінювання одного елек-
трона tot

medP 9 =0,8546⋅10–14 ерг/с, знайдене з (25), 
добре узгоджується з потужністю, отриманою 
шляхом інтегрування згідно з (6)-(9): =int

9medP  

= radP9 =0,8527⋅10–14 ерг/с (крива 9 на рис. 6). 
Для чотирьох електронів, що рухаються по 

гвинтовій лінії у середовищі при V||<c/n, функ-
ція спектрального розподілу потужності син-
хротронного випромінювання на межах першої 
гармоніки набуває вигляду [54] 
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Рис. 6. Спектральний розподіл потужності СВ на 
всій області частот для одного і чотирьох електро-
нів у середовищі при n=1,3, V⊥med=0,2⋅1011 см/с, 
V||med=0,15⋅1010 см/с. Крива 9 описує випадок одного 
електрона з int

9medP =0,8527⋅10–14 ерг/с, крива 10 – ви-

падок чотирьох електронів при 10
34

10
23

10
12 ttt ∆=∆=∆ = 

=0,001π/ω010 і потужності int
10medP =0,1359⋅10–12 ерг/с 
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де 

c
Vn ||
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1

1

0

−

ω
=ω . 

Визначені згідно з (30) та (31) потужності ви-
промінювання на межах першої гармоніки у ви-
падку чотирьох електронів для 3,1=n , V⊥med= 
=0,2⋅1011 см/с, V||med=0,15⋅1010 см/с, при зсуві у 
часі 8

34
8
23

8
12 ttt ∆=∆=∆ =0,001π/ω08 (крива 8 на 

рис. 5) дорівнюють ( ) 08
min
1

чотири
1 ωωW =0,8786× 

×10–13 ерг/с, ( ) 08
max
1

чотири
1 ωωW =0,1001⋅10–12 

ерг/с. Ці величини добре узгоджуються з потуж-
ністю, розрахованою згідно з (6), (7). 

У випадку рівномірного розподілу чотирьох 
електронів уздовж гвинтової лінії у середовищі, 
тобто при однакових зміщеннях у часі =∆=∆ jj tt 2312  

jt34∆= =π/(2ω0j) (криві j=11,12 на рис. 7,8), вста-
новлено, що на частотах (4i–3)ω0j, (4i–2)ω0j та 
(4i–1)ω0j (j=11,12; i=1,2,…) випромінювання від-
сутнє. 
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Рис. 7. Спектральний розподіл потужності СВ чо-
тирьох електронів на низьких гармоніках при n=1,3, 
V⊥med=0,2⋅1011 см/с, V||med=0,15⋅1010 см/с. Крива 11 
отримана при 11
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11
12 ttt ∆=∆=∆ =π/(2ω011) і потуж-

ності int
11medP =0,1357⋅10–13 ерг/с 
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Рис. 8. Спектральний розподіл потужності СВ у про-
зорому середовищі на низьких та середніх гармоні-
ках при n=1,3, V⊥med=0,2⋅1011 см/с, V||med=0,15⋅1010 

см/с. Крива 12 відповідає чотирьом електронам при 
зсуві у часі 12

34
12
23

12
12 ttt ∆=∆=∆ =π/(2ω012) та потуж-

ності int
12medP =0,3033⋅10–13 ерг/с 
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Рис. 9. Спектральний розподіл потужності СВ чо-
тирьох електронів у середовищі при n=1,3, V⊥med= 
=0,2⋅1011 см/с, V||med=0,15⋅1010 см/с та зсуві у часі 

jjj ttt 342312 ∆=∆=∆ =π/(4ω0j) (j=13, 14). Крива 13 від-

повідає випадку низьких гармонік із int
13medP =0,1559× 

×10–13 ерг/с, крива 14 – випадку низьких і середніх 
гармонік із int

14medP =0,3001⋅10–13 ерг/с 

Визначені згідно з (30) та (31) потужності ви-
промінювання на межах першої гармоніки у 
випадку чотирьох електронів для n=1,3, V⊥med= 
=0,2⋅1011 см/с, V||med=0,15⋅1010 см/с при зсуві у 
часі 11

34
11
23

11
12 ttt ∆=∆=∆ =π/(2ω011) (крива 11 на рис.7) 

дорівнюють ( ) 011
min
1

чотири
1 ωωW =0,4417⋅10–15 ерг/с, 

( ) 011
max
1

чотири
1 ωωW =0,5303⋅10–15 ерг/с. 
Визначені згідно з (30) і (31) потужності син-

хротронного випромінювання в прозорому се-
редовищі на межах першої гармоніки у випадку 
чотирьох електронів для n=1,3, V⊥med=0,2⋅1011 
см/с, V||med=0,15⋅1010 см/с при 13

34
13
23

13
12 ttt ∆=∆=∆ = 

=π/(4ω013) дорівнюють (крива 13 на рис. 9) 

( ) 013
min
1

чотири
1 ωωW =0,4188⋅10–13 ерг/с,  

( ) 013
max
1

чотири
1 ωωW =0,3808⋅10–13 ерг/с. 
Тут, як і скрізь у цьому тексті, розглядається 

потяг чотирьох електронів, тобто випадок рів-
номірного розташування чотирьох електронів 
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Рис. 10. Спектральний розподіл потужності СВ чо-
тирьох електронів у середовищі при n=1,3, V⊥med= 
=0,2⋅1011 см/с, V||med=0,15⋅1010 см/с для зсуву в часі 

jjj ttt 342312 ∆=∆=∆ =π/(8ω0j) (j=13, 14). Крива 15 від-

повідає випадку низьких гармонік із int
15medP =0,2491× 

×10–13 ерг/с, крива 16 – випадку низьких і середніх 
гармонік із потужністю int

16vacP =0,2948⋅10–13ерг /с. 

вздовж гвинтової лінії. При зсуві в часі =∆=∆ jj tt 2312  
jt34∆= =π/(8ω0j) (j=13, 14) випромінювання від-

сутнє на частотах (8i–6)ω0j, (8i–4)ω0j та (8i–2)ω0j 
(j=13, 14; i=1,2…), а на частотах 8iω0j (j=13, 14; 
i=1,2…) фактор когерентності S4(ω)=16 (криві 
13 та 14 на рис. 9) 

Визначені згідно з (30) та (31) потужності ви-
промінювання на межах першої гармоніки у 
випадку чотирьох електронів для n=1,3, V⊥med= 
=0,2⋅1011 см/с, V||med=0,15⋅1010 см/с при зсуві у 
часі 15

34
15
23

15
12 ttt ∆=∆=∆ =π/(4ω015) (крива 15 на 

рис. 10) дорівнюють ( ) 015
min
1

чотири
1 ωωW =0,7388× 

×10–13 ерг/с, ( ) 015
max
1

чотири
1 ωωW =0,7981⋅10–13 ерг/с. 

При зсуві у часі jjj ttt 342312 ∆=∆=∆ =π/(8ω0j) (j= 
=15, 16) випромінювання відсутнє на частотах 
(16i–12)ω0j, (16i–8)ω0j та (16i–4)ω (j=15, 16; i= 
=1,2…), а на частотах 16iω0j (j=15, 16; i=1,2…) 
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фактор когерентності S4(ω)=16 (криві 15 та 16 
на рис. 10). 

Зміна величини зсуву в часі між електронами 
зумовлює істотну зміну функції спектрального 
розподілу потужності синхротронного випро-
мінювання чотирьох електронів, що рухаються 
один за одним вздовж гвинтової лінії в середо-
вищі. 

З проведених розрахунків, проілюстрованих 
на рис. 5-10, випливає, що на низьких гармоніках 
смуги синхротронного випромінювання елек-
тронів, що рухаються вздовж гвинтової лінії в 
середовищі, мають дискретний характер у випад-
ку малої поздовжньої компоненти швидкості 
(компонента, що паралельна вектору магнітної 
індукції). 

Тонка структура спектра синхротронно-
черенковського випромінювання чотирьох 
електронів 
При дослідженні спектра синхротронно- черен-

ковського випромінювання (СЧВ) вище черен-
ковського бар'єра (V>c/n) числові розрахунки 
проведено при Bext=1 Гс, µ=1, n=1,7, V⊥med=0,2× 
×1011 см/с, V||med=0,15⋅1010 см/с. 

Визначена згідно з (26) потужність синхро-
тронно-черенковського випромінювання на ме-
жах першої гармоніки для одного електрона при 
n=1,7 (крива 17 на рис. 11) на нижній межі до-
рівнює ( )min

11 ωW =0,5390⋅10–14 ерг/с, а на верх-

ній – ( )max
11 ωW =0,6392⋅10–14 ерг/с. 

У випадку чотирьох електронів при n=1,7 та 
зсуві 18

34
18
23

18
12 ttt ∆=∆=∆ =0,001π/ω018 залежність 

функції спектрального розподілу потужності 
випромінювання електронів набуває більш не-
монотонного характеру (криві 17, 18 на рис. 11). 

Визначені згідно з (30), (31) потужності випро-
мінювання на межах першої гармоніки у випадку 
чотирьох електронів для n=1,7, V⊥med=0,2⋅1011 
см/с, V||med=0,15⋅1010 см/с при зсуві в часі =∆ 17

12t  
17
34

17
23 tt ∆=∆= =0,001π/ω017 (крива 18 на рис. 11) 

дорівнюють ( ) 017
min
1

чотири
1 ωωW =0,8624⋅10–13 

ерг/с, ( ) 017
max
1

чотири
1 ωωW =0,1023⋅10–12 ерг/с. 

При незначному зсуві в часі між електрона-
ми 18

34
18
23

18
12 ttt ∆=∆=∆ =0,001π/ω018 (крива 18 на 

рис. 11) фактор когерентності S4(ω) ≅ 16, а чоти-
ри електрони на інтервалі від 0 до 10ω018 випро-
мінюють як заряджена частинка з зарядом 4e і 

масою 4m0, тобто в шістнадцять разів більше, 
ніж один електрон. 

Визначені згідно з (30) та (31) потужності ви-
промінювання на межах першої гармоніки у ви-
падку чотирьох електронів для n=1,7, V⊥med=0,2× 
×1011 см/с, V||med=0,15⋅1010 см/с при зсуві у часі 

21
34

21
23

21
12 ttt ∆=∆=∆ =π/(2ω021) (крива 21 на рис. 13) 

дорівнюють ( ) 021
min
1

чотири
1 ωωW =0,8624⋅10–13 

ерг/с, ( ) 021
max
1

чотири
1 ωωW =0,1023⋅10–12 ерг/с. 

З проведених розрахунків, проілюстрованих 
на рис. 11-14, випливає, що на низьких гармо-
ніках смуги випромінювання електронів, що 
рухаються вздовж гвинтової лінії, мають дис-
кретний характер у випадку малої поздовжньої 
компоненти швидкості (компонента, що пара-
лельна вектору магнітної індукції). На вищих 
гармоніках максимуми в спектральному розпо-
ділі зумовлені переважно накладанням m-ої та 
m+1 гармонік, а також внеском інших гармонік. 
Це узгоджується з результатами досліджень, на-
веденими у [54; 55]. 
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Рис. 11. Спектральний розподіл потужності синхро-
тронно-черенковського випромінювання на низьких 
гармоніках при n=1,7, V⊥med=0,2⋅1011 см/с, V||med= 
=0,15⋅1010 см/с. Крива 17 відповідає одному елек-
трону із int

17medP =0,2711⋅10–13 ерг/с. Крива 18 – чоти-

рьом електронам при 18
34

18
23

18
12 ttt ∆=∆=∆ =0,001π/ω018 

із int
18medP =0,4328⋅10–12 ерг/с 



Класична теорія випромінювання заряджених частинок. VІІ. Спектр випромінювання чотирьох електронів  

Науковий вісник Чернівецького університету. 2008. Випуск 420. Фізика.Електроніка. 37

Синхротронно-черенковське випромінюван-
ня системи чотирьох електронів являє собою 
єдиний процес і набуває більш немонотонного 
характеру при зростанні величини їхньої попе-
речної складової швидкості. 
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Рис. 12. Спектральний розподіл потужності синхро-
тронно-черенковського випромінювання на низьких 
та середніх гармоніках при n=1,7, V⊥med=0,2⋅1011 
см/с, V||med=0,15⋅1010 см/с. Крива 19 відповідає одно-
му електрону з int

20medP =0,1194⋅10–12 ерг/с, а крива 

20 – чотирьом електронам при зсуві у часі =∆=∆ 20
23

20
12 tt  

20
34t∆= =0,001π/ω020 із int

20medP =0,1890⋅10–11 ерг/с 
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Рис. 13. Спектральний розподіл потужності синхро-
тронно-черенковського випромінювання чотирьох 
електронів на низьких гармоніках при n=1,7, V⊥med= 
=0,2⋅1011 см/с, V||med=0,15⋅1010 см/с. Крива 21 отри-
мана при зсуві у часі 21
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потужністю int
21medP =0,1068⋅10–12 ерг/с 
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Рис. 14. Спектральний розподіл потужності синхро-
тронно-черенковського випромінювання на низьких і 
середніх гармоніках при n=1,7, V⊥med=0,2⋅1011 см/с, 
V||med=0,15⋅1010 см/с. Крива 22 відповідає чотирьом 
електронам при 22

34
22
23

22
12 ttt ∆=∆=∆ =π/(2ω022) із по-

тужністю int
22medP =0,4807⋅10–12 ерг/с 

 
Висновки 
1. На низьких гармоніках смуги випроміню-

вання системи чотирьох електронів, що руха-
ються вздовж гвинтової лінії як у вакуумі, так і в 
середовищі, мають дискретний характер у випад-
ку малої поздовжньої компоненти швидкості. 
На вищих гармоніках максимуми в спектрально-
му розподілі зумовлені переважно накладанням 
m-ої та m+1 гармонік, а також внеском інших 
гармонік. 

2. Межі смуг окремих гармонік у спектрах 
синхротронного та синхротронно-
черенковського випромінювань системи чоти-
рьох електронів визначаються впливом ефекту 
Доплера. 

3. У випадку, коли виконуються умови про-
яву надвипромінювання, тобто при малому змі-
щенні в часі, чотири електрони випромінюють 
як заряджена частинка з зарядом 4e і масою спо-
кою 4m0, тобто в шістнадцять разів більше, ніж 
один електрон. 

4. При рівномірному розподілі чотирьох елек-
тронів вздовж гвинтової лінії при зміщенні в часі 

)2/( 0342312 ω⋅π=∆=∆=∆ ttt  на частотах (4i–3)ω0, 
(4i–2)ω0 і (4i–1)ω0 як синхротронне, так і син-
хротронно-черенковське випромінювання від-
сутні. 

5. Підтверджено той факт, що синхротронно-
черенковське випромінювання являє собою єди-
ний процес. Вплив ефекту Доплера на особли-
вості спектрального розподілу потужності ви-
промінювання системи електронів стає більш 
істотним поблизу черенковського бар'єра. 
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